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NLGS - Newton-Verfahren MNEU

(Theorieteil)

Aufgabe 1 :

(a) Berechnen Sie jeweils Gradient und Hessematrix der Funktionen

u(z) =25, v(r)=e*" +sin(z;2y) und w(z) =272,

(b) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von

X1
9(351,1’2) = Ty
x1
2

am Punkt z = (3, 2).

(c) Berechnen Sie jeweils die Ableitungen

0]
= (21 sin(2 z3))
(i)
(71 cosxa),, .,
iii)
82

3
- T3 xz
8.172 85131

Tipp: Berechnen Sie zundchst die partielle Ableitung nach x4, also 0%1 2/T5"2 und
dann davon die partielle Ableitung nach xs.

(d) Wie lauten die Funktionen f mit

Vf:2<xl+$2)?

513'1—3

Tipp: Berechnen Sie Stammfunktionen der ersten Komponente von V f bezlglich z1 und
der zweiten Komponente bezluglich x5. Wdhlen Sie die Integrationskonstanten so, dass
Sie beide Ausdriicke zu f zusammenfassen kénnen. f selbst solife dann immer noch eine
Integrationskonstante enthalten.



(Praxisteil)

Aufgabe 2 :

Gegeben ist die Funktion f : IR* — IR mit

f(z) = 21 4+ 22 cos(zq) .

(a) Fuhren Sie das Skript Func/PlotFloeche.m in Matlab aus. Es zeigt Ihnen die Darstellung
der Funktion auf dem Gebiet 2 = [—10, 10]2.

(b) Wo koébnnte dieser Graph ein Extremum haben? Berechnen Sie den Betrag des Gradien-

ten

IV fll2
und flgen Sie in P1otFlaeche.meine Funktiondf = @(x) ... hinzu. Plotten Sie diesen
Graphen.

(c) Ermessen Sie einen Bereich, indem vermutlich der Gradient verschwindet und schrénken
Sie Ix und Iy im Skript entsprechend ein.

(d) Berechnen Sie die Hessematrix von f.
(e) Editieren Sie nun Func/NewtonFunc.m so dass MyNewtonSys.m die gewUnschte Null-
stelle berechnet. Starten Sie das Newton-Verfahren mit verschiedenen Startwerten, die

in der N&he zu verschiedenen stationdren Punkten liegen.

(f) Was passiert bei der Wahl von zy = 0 und warum?

Aufgabe 3 :

Zwei Flugobjekte beschreiben je eine Flugbahn - per Zufall in einer Ebenen gelegen - die
jeweils durch folgende Parameterisierungen in Abhdngigkeit der Zeit ¢ beschrieben werden


http://axtr.xthelm.de/Lehre/MNEU/Praktikum/Func/PlotFlaeche.m
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kdnnen:

ET(t) = ( - )

P]O(t):< 1—tcosa )

e _ 2
t sin «v .

(a) Bestimmen Sie Abschussposition und -richtung der beiden Flugobjekte:

us

Skizzieren Sie die Situation fUr o« =

'S

2
Objekt Abschussposition 175
ET "
PIC "
Abschussrichtung |

ET ore
PIC o
025

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

(b) Nach Abbildung 1 erhdilt die Vermutung, dass die Flugbahnen der beiden Objekte sich
kreuzen, eine gewisse Rechtfertigung. Wie lange muss man beobachtend ausharren bis
ein ZusammenstoB Uberhaupt moglich ist und das unabhdngig von a. Anders gefragt:
Ab wann Uberfliegen die beiden Flugobjekte den selben (I) Bodenbereich?

(c) Mittlerweile dréngt sich der Eindruck auf, dass ein ZusammenstoB der beiden Flugobjekte
vielleicht nicht sehr wahrscheinlich aber dennoch mdglichist. Berechnen Sie nun mit dem
Newton-Verfahren zu welchem Punktepaar («, t), die beiden aufeinanderprallen.

Wie lautet die Funktion, deren Nullstelle gesucht wird?

f(a>t) =

Und wie die erste Ableitung?



D f(a,t) =

(d) Die Funktion Func/ETPIC.m der Form [f Df] = ETPIC([alpha t]) stelle den Funkfi-
onsvektor f und die Jacobi-Matrix D f bereit.

(e) Wahlen als Toleranz fur das Residuum Res® = || f(a*,t*)|| das Abbruchkriterium
TOL=1.e-12, als Startwert 2° = (1,1) und fuhren Sie das Programm MyNewtonSys
aus.

Bei welchem Abschusswinkel treffen die Flugobjekte wann und wo zusammen?



Zh School of Engineering

aw Winterthur
ZUrcher Hochschule fur Angewandte Wissenschaften

Lésung 1:

(@

Fum (B~ (1)
(z123),, 3z 23

2
o Upier Uzims \ 0 325
Hu= = 9
Ugozy Uzgzs 3 Ty 6 T Ty

- ((e“1 + sin(z; xg))m) _ (2 e?®1 + x4 cos(z; xg))
(e?®1 +sin(z; 22)),, xy cos(xq x2)
o= (om0
Vgoxy  Vzomo
B ( 4e*™ — g2 sin(zy x9) —x9 1 sin(zy x2) + cos(zwa) >
~\cos(zy x2) — 21 9 sin(wg x2) —x? sin(zy x9)

Vo = ((wfz)m) _ (902 27
(27%)., (Inzy)zy®
( Warzy Wiy ) _ ( T :16“182_1)961 (22 x?‘l)m )
Wzryzy  Wryas ((mxl)l{z)zl ((lnxl)x?)zg
Ty (xg — 1) a2 2271 (1 + 2y Inmy) )
%271 (14 29 In ) (In® zy)x??

T
g
|

I
A~

(b) Jacobi-Matrix von g

lel)m 1 0
3)as = 0 43

1 0 1 0
pas = 042 |0 s
2 27 2 4

© O

9 (21 sin(2x3)) = 21 2 cos(2 x5)
4o



@D

(1 coszy) = (—xy sinxzy) = = —x1 COSTy

T2 T2 2

iii)

—1
denken Sie an (a+)’ = (Ina) a* 5
X

at
—x3 Inxy -~
_ . /s
1

Und jetzt die zweite Ableitung noch:

0? 0 (—:cg In 5

Grpom VT =g s VI )

$2 xl
—x3 vy —T3Inxe 3 s
= AVE o —+ AV
2 2 2 2
X1 T2 xq T X2
—3 " T3 Inxo
= 3 x\l/ %) ’ 1+ ——-
XT1 T2 T

(@
Vf:2<x1+x2> = f=?

Ty — 3
Die erste Komponente des Gradienten entstand durch die partielle Ableitung von f
nach 1, also infegrieren wir diese Funktion bezuglich x:

/2(3(:1 + 19) dxy = 2% + 2319 + O}

Die zweite Komponente des Gradienten entstand durch die partielle Ableitung von f
nach x,, also integrieren wir diese Funktion bezlglich x5:

/2<I1 —3) dl‘g = 21’1ZE2 —6ZEQ+CQ

Die beiden Stammfunkfionen mussen nun in “Einklang” gebracht werden. Dazu darf
Cy = Cy(xq) und C = Cy(x2) gelten (warum?), also wahlen wir fur die Konstanten

Cl<l’2) =—6 T2 und OQ(ZL‘l) = ZL‘? + C
und erhalten fur f den Ausdruck

flx) =2+ 2wy — 629+ C.
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Lésung 2:

()

- v Advance =

Print v Find ¥ Indent [£]
&

FILE | neviGatE | eIt | BREAKPOINTS | RUN

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
== [E3/ » home » axr » Lehre » MNEU » Praktikum » NLGS »
DO kWK TDE L @‘ a E‘ O [ Editor - /nome/axtr/Lehre/MNEU/Praktikum/NLGS PlotFlaeche.m
: [ MyNewtonSysm | NewtonSysm = | NewtonFuncm | PlotFlaeche.m & | + |
1- clear all
- close all
3
4-  DIM = [S0 50];
5
. - G - Ix=[-10 10]; hx=(Ix(2)-Ix(1))/(DIM(1)-1);
""@%W’ ;— Iy=[-10 10]; hy=(Iy(2)-Iy(1))/(DIM(2)-1);
% i
1 9 I
”II///[ 10 - [xx,yy] = meshgrid(1x(1):hx:1x(2),Ty(1):hy:1y(2));
11
12 - 1 = @lx,y) x+y.*cos(x);
13
14 - zz=f (xx,yy);
15 - surfolxx,yy,z2);
16
17
18

| Command window
New to MATLAB? See resources for Getting Started,

©

vi= (1RO L), = T @) T et

cos(z1)

Im Skript schreibenwiralso: df = @(x,y) sqrt((1-y.*sin(x)). 2+(cos(x))."2);

Breakpoints  Run Run and [} Advance
- ~  Advance

Der zugehdrige Graph sieht dann so aus:

| Compare ~ | 53 GoTo v | Comment 9% 'z %

prit v (A Fnd v indent )

File Edit View ols Desktop Window Help o
| mewieate | EDIT | BREAKPOINTS | RUN
NEHde | bAA0@EL-|2|08|eDO » home » 2T » Lefre » MNEU b Praktikum » NLGS »
itor - fhomeyaxtr/Lehre/MNE i lotF .m
lewtonSys.m 3¢ | NewtonSys.m o | NewtonFunc.m | PlotFlaeche.m | + |
clear all
close all

DIM = [S0 S6l;

Ix=[-10 10]; hx=(Ix(2)-Ix(1))/(DIM(1)-1);
Iy=[-10 10]; hy=(1y(2)-1y(1))/(DIM(2)-1);

%
i x(2),Iy(1)thy:Iy(2));

xx, vyl = meshgrid (1x(
£ = @lx,y) xry.+cosix);
df = @(x,y) sqre((1-y.*sin(x)) .2+ (cos(x)).~2);

2z=df (xc, yy) ;
surfelxx, yy,zz);

10 0 -10-10 -5 ] 5 10

E
and Window

(©) Zoom auf Qy = [—2, —1] x [—1.5, —0.5] zeigt

Figure 1 NAVIGATE o | EREakoiTs | Run
File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help ~ [ ¥ fome » axtr v Lefire » MNEU b Praktium » NLGS »
5 ® S ditor - /home/axtr/Lehre/MNEU/Praktikum/NLGS/PlotFlaeche.m
=k Q B 4| ]
a |3 ‘ EIRRTDEA @l a @‘ a ewtonSys.m < | NewtonSys.m > | NewtonFunc.m | PlotFlaeche.m | + |
clear all

close all
DIM = [0 S01;

%
5% Ix=[-2 -1]; hx=(1x(2)-1x(1))/(DIM(1)-1);
X A, ; H
“‘::,‘:,’.:.’ ! .o"o:o,':;;‘l:," 1y=[-1.5 -0.5]; hy=(1y(2)-1y(1))/(DIM(2)-1);
s T,
i r

[xx,yy] = meshgrid(Ix(1):hx:Ix(2),Iy(1):hy:Iy(2));

%

f = alx,y) xty.*cos(x);
df = @(x,y) sqrt((l-y.*sin(x)).*2+(cos(x)])."2);

zz=df (xx, yy) 5
surfelxx, yy,z2);

nmand Window
to MATLAB? See resources for Getting Started,

BlatEl aacha




@

Hf=VVf=V (1 = (S;?)(Il))
- (Mvmomy) = (e 70

(e) Func/NewtonFunc.m
function [f Df]=NewtonFunc(x)

f = [1-x(2) .*sin(x(1)), cos(x(1))];
Df = [[-x(2).*cos(x(1)), -sin(x(1))];[-sin(x(1)), 0]];

end

() Bei x = 0 verschwindet die Hessematrix und kann in Folge dessen nicht mehr invertiert
werden.

Lésung 3:

s

(a) Startsituation t = 0, am Beispiel o = 1

5

1 , —Cos «v V2
picw=(3)  rew), - (ot )l ()

(b) Der Bodenbezugspunkt eines fliegenden Objekts ist ja gerade die x1-Koordinate der Po-
rametrisierung. ET startet bei x1 = 0 und das Schwein bei 1 = 1. Kurz nach dem Start
kénnen die beiden gar nicht kollidieren, weil sie sich zu weit voneinander entfernt befin-
den. Sobald sie einen gemeinsamen Bereich der x1-Achse Uberfliegen wird’s gefahrlich,
also ab dem Zeitpunkt ¢ mit

1
t=1—tcosa & t=——7—,
1+ cosa

und das hangt, na klar, vom Abschusswinkel a: ab.
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Abbildung 1: Abschussort, -richtung und -geschwindigkeit (=1, Betrag der Vektoren)
zum Zeitpunkt ¢t = 0.

©

f(Oé,t) :P]Ca(t) —ET(t> _ ( 1—t(1+COSO&) )

—t : 1 42
e —1—|—tsma—ﬁt

ore=(§ §)- (12 i)

t cosa —%t—i—sina—e_

(d) function [f Df] = ETPIC(x)

a = x(1);

t = x(2);

f(1) = 1-cos(a)*t - t;

£(2) = sin(a)*t-t.72/10 - 1 + exp(-t);
Df(1,1) = t*sin(a);

Df(1,2) = -1-cos(a);
Df(2,1) = t*cos(a);
Df(2,2) = -t/5+sin(a)-exp(-t);

end

(e) Programmausschnitt:

x0 = ones(1,2);



10

TOL
ItMax

[x k]

Ausgabe des Programms:

Res.:
Res.:
Res.:
Res.:

1000;

1.88e-02
8.02e-04
2.31e-07
4.78e-14

1.0e-12;

NewtonSys (x0,0AxSolve,QETPIC,TOL,ItMax,1);

nach 1 Iterationen
nach 2 Iterationen
nach 3 Iterationen
nach 4 Iterationen orf

L
o 0.1

L
0.2

L
03

L
0.4

05

06

L
07

L
08

L
0.9

1

Das Aufeinandertreffen findet nach ¢ ~ 0.6279 bei einem Abschusswinkel von «
0.93638 am Ort (0.6279, 0.4663) statt, denn

und

ET(0.6279)

PIC(0.6279) ~ (

0.63

N (063
T\l —e063) T \0.47

1 —10.63 cos0.94
0.63 sin 0.94 — 062

)=

0.63
0.47

)

~
~



