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Blatt 2: Taylor-Approximation MNEU
Aufgabe 1 (Theorieteil - Restgliedabschétzung):

Gegeben sei die Funktion

auf I = [0.5, 2] und ihre n-te Ableitung

() =2(=1)""(n - 1)!3%, n>0

(a) Uberzeugen Sie sich von der Korrektheit der n-ten Ableitung!!!
(b) Wie lautet die Taylorreihe von f mit dem Entwicklungspunkt zo = 1?

(©) Welches ist der Konvergenzbereich K = (x¢ — o, xo + 0) der Reihe? Prifen Sie auch die
Intervallgranzen.

(d) Fuhren Sie eine Restgliedabschatzung fur Rﬁg(l, x) durch.

(") Denken Sie mal dartiber nach, ob Sie einen Bereich fur das Restglied angeben kénnen.
Also was ist im schlimmsten Fall noch der best- und was der schlechtméglichste Fehler?
Tipp: Sie schatzen |z| und || ab. Das schlechteste x tritt ja auf jeden Fall ein, aber bei ¢
ist das ja nicht zwingend so. Welcher Fehler ergibt sich, beim schlechtesten x und bestem
(? Dieser Wert liefert Innen eine Untergrenze des Fehlers.

(e) Kénnte die Wahl eines anderen Entwicklungspunktes xy zu besseren Ergebnissen fuhren?
Welchen Entwicklungspunkt staft 1 wirden Sie auf I = [0.5, 2] wdéhlen? Fuhren Sie zu
lhrem neuen Entwicklungspunkt eine Restgliedabschdatzung fur n = 3 durch:

max | Ry s(xp®, z)] <7
zel



Aufgabe 2 (praktischer Teil):
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Schreiben Sie in der Datei Newton/MyTaylor . meine Subfunktion DLN (x,n), die die n-te
Ableitung der Funktion f(z) = In(z?) berechnet.

Passen Sie die Parameter in MyTaylor auf I = [0.5 2]; N = 3; x0 = 1;
x = I(1):h:I(2); an und berechnen Sie h so, dass das Intervall I in 150 Teilinter-
valle zerlegt wird.

Berechnen Sie das Taylorpolynom T 3(x, ). Erstellen Sie einen Plot mit f und T 3(1, ).

Belegen Sie ein Feld ye € IRP™ mit den Funktionswerten von f und ein Feld y € IRP™
mit den Funktionswerten des berechneten Taylorpolynoms Tf’g(l, ) Die Matlabfunktion
norm(y-ye,inf) liefert Innen nun den Fehler in der Maximumnorm

1f = Trs(L, )l = 1R£3(1; ) llos -

Berechnen Sie diesen, lassen Sie ihn ausgeben und vergewissern Sie sich, dass er unter-
halb des von Ihnen theoretisch abgeschdatzten Wertes liegt.

Ermitteln Sie mit Inrem Programm welchen Polynomgrad Sie wédhlen mussen, um
1 = Ty (s Mool B g (1, ) [loo = max | Ry y(1,2)] < 1071
zu erhalten.

Wahlen Sie nun als Entwicklungspunkt, dasjenige ", das Sie sich im theoretischen Teil
Uberlegt haben. Ermitteln Sie abermals mit Inrem Programm welchen Polynomgrad Sie
wdhlen mUssen, um

1f = Tpn (2™ Mool = B (@67, )lloo = max | R (a5, 2)] < 107
zu erhalten. Hat sich die Situation tatséichlich verbessert?
Untersuchen Sie die Situation, wenn Sie das Intervall auf I = [0.5, 2.2] erweitern.

Jetzt wieder I = [I(1), 1(2)] = [0.5, 2]. Das Intergral der Funktion f(z) = Inz? kénnen
wir ndherungsweise durch das Integral des Taylorpolynoms berechnen:

/lnx2dqu/Tfnxo, Zf /x—xo)kdac

I 1 1

k—i—l
Z k:+1 I_xo

Schreiben Sie dazu eine Funktion in der Funktionsdatei Taylor/MyTaylorINtegral.m
der Form function y=MyTaylorINtegral(df,x0,n,a,b), wobei I = [a,b] ist. Ver-
gleichen Sie Ihr Ergebnis mit der exakten Losung. Die Stammfunktion von f st F(x) =
r(Inz? — 2).

Z 2) _ xo)k—&-l _ ([<1) _ xo)k—l—l)
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Lésung 1:
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Intervallgrenzen prufen:
x=0:
T¢(1,0) = — Z T divergent
k=1
X=2:
1
T(1,2) = Z E<_1)k+l konvergent (Leibnizkrit.)
k=1

K =(0,2].
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Die Abschdtzung von (1) auf (2) ist eine scharfe Abschdtzung, da x = 2 ja taséchlich
vorkommt, wéhrend die Abschdtzung von (2) auf (3) keine scharfe ist, denn ( kénnte
irgendwas aus [0.5, 2] sein. Wir nehmen den “schlimmsten” Fall, némlich ¢ = % an. Der
“beste” Fall, von dem wir aber nicht ausgehen kénnen, der aber moglich ist, ist ( = 2.
FUr diesen Wert erhielten wir dann bei x = 2

1

FUr den maximalen Fehler, kbnnen wir also folgende Eigenschaft erwarten:

31251072 < ||f = Trslloo < 8

Lésung 2:

(a) Taylor/MyTaylor.m

(b) I = [0.5 2];
N = 3;
x0 = 1;
DIM = 151;
h = (I(2)-I(1))/(DIM-1);
x =I():h:I1(2);

(c) Sie sollten ungefdhr diesen Plot erzeugt haben:
1.5 T

0.5 |

-0.5

(d) >> MyTaylor
Error =
0.2804

(e) Fehler des Taylorpolynoms van(l,:p) zur Originalfunktion f in der Maximumnorm in
Abhdngigkeit des Polynomgrads n:


http://axtr.xthelm.de/Lehre/MNEU/Praktikum/Taylor/Blatt2/MyTaylor.m
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Ab n = 6 unterschreitet das Restglied die 10~'-Marke.

(f) Fehler des Taylorpolynoms Tf7n(1, :v) zur Originalfunktion f flr verschiedene Entwick-

lungspunkte
n | [Rpn(1, 7)o | [[Ren(3,2)]lo
1 6.14e-01 6.33e-01
2 3.86e-01 2.73e-01 o
3 2.80e-01 1.29¢-01 06 |
4 2.20e-01 6.386-02
5 1.80e-01 3.276-02 1
6 1.53e-01 1.71e-02 0a |
7 1.33e-01 9.13e-03
8 1.17e-01 4.936-03 2
9 1.05e-01 2.69e-03 02|
10 9.50e-02 1.48e-03
1 8.68e-02 8.20e-04 o
12 7.99e-02 4.576-04 0! J
13 7.40e-02 2.560-04
14 6.89-02 1.44e-04

(g) Sie sollten feststellen, dass der Konvergenzbereich bei x = 2 eine obere Grenze hat.

(h)
/ln 2 dr ~ /Tf720(17l'> dx ~ 0.46
1 T

Die Funktion: Taylor/MyTaylorIntegral.m und der Aufruf im Programm:
Taylor/Blatt2/MyTaylor.m


http://axtr.xthelm.de/Lehre/MNEU/Praktikum/Taylor/MyTaylorIntegral.m
http://axtr.xthelm.de/Lehre/MNEU/Praktikum/Taylor/Blatt2/MyTaylor.m

