Tutorial: Numerisch Differenzieren

(basierend auf dem Skript Numerik fur Ingenieure von R. Axthelm)

Aufgabenstellung: Von ihrem GPS-Gerdt bekommen sie alle 12 Sekunden ihre aktuelle Positi-
on zugeschickt. Daraus k&nnen sie das unten dargestellte Weg-Zeit-Diagramm erstellen. Bei
den Punkten hat inr GPS-Gerdt seine aktuelle Position bekommen. Ihr GPS-Gerdt berechnet
aber auch ihre momentane Geschwindigkeit aus dem Diagramm mit Hilfe numerischer
Differentiation. Das wollen wir weiter untersuchen. Oder anders formuliert: Wir leiten eine
Funktion f, die nur zu gewissen Zeitpunkten x;, also fh(xi) gegeben ist, numerisch ab.
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Schritt A: Graphische Anschauung

1. Zeichnen sie die erste Ableitung des Weg-Zeit-Diagramms in das abgebildete
Achsenkreuz ( qualitativ).
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Wie gehen sie dabei vor? Um die Ableitung an der Stelle x; zu bestimmen, legen sie
gedanklich eine Tangente durch den Punkt fh(xi) und bestimmen deren Steigung.
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Schritt B: Beschreiben des Algorithmus
Essei [ = [0,1]und f € C*(I) mit f : I — IR.

Unsere diskrete Funtkion f;, approximiere f und sei folgendermaBen gegeben:

fh(xi) = f(xz)
elpP;.

[, 1]

wobei [ = UZ]\LBI[.I'Z, mi-}-l}-

Bei x; ist dieses fj, gar nicht differenzierbar. Da aber f;, ~ f und f sehr wohl differenzieroar
ist, will man ja f;, auch irgendwie ableiten kénnen.

Die Ableitung kann angendhert werden durch den Differenzenquotient.
flx+h)— f(z

oy LD =@

flx)— f(x—nh

oy~ LD =2 =1

Vorwiartsdifferenzenquotient

Riickwértsdifferenzenquotient

Oder man waéhlt das das arithmetische Mittel der beiden:

oy LS th) = o)  flz) = fle=h)\ _ flet+h) = flz—-h)
f(”)”ﬁ( h " n )‘ 2h

2. Schreiben sie die drei Differenzenquotienten fur die diskrete Version f;, von f um.
Wdahlen sie h; := x; 1 — ;. Nehmen sie fUr das arithmetische Mittel an, dass das Gitter
Aquidistant ist, also h = h;.

Schritt C: Implementierung in Matlab

3. Erzeugen Sie das Skript MyDiff .m.

4. Definieren sie darin ein Interval I von 0 bis 1 und geben sie mit DIM die Anzahl diskreter
Funktionsauswertungen an (z.B. DIM = 11). Berechnen sie daraus den Abstand h
zwischen den Gitterpunkten und daraus das Gitter x. Vervollstdndigen sie dazu den
untenstehenden Code.
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I=1[01];
DIM = 11;

h= ...
x=I0): ...;

5. Laden sie die Funtion GPS.p herunter. Verwenden sie sie gleich wie eine herkbmmliche
M-Datei. Sie liefert innen fur jedes x; den entsprechenden Funktionswert fh(xi).

| [£h]=GPS(x); |

6. Implementieren sie den Vorwdrts-, RUckwdarts- und gemittelten Differenzenquotienten
in ihrer Datei. Uberlegen sie sich dazu genau, was an den Randpunkten passiert.

7. Plotten sie die drei Ableitungen. Welcher Differenzenquotient gibt die Steigung am
besten wieder?

8. Vergleichen sie ihre Ableitungen mit der korrekten Losung.

[fh,dfh]=GPS(x) ;
plot(x,dfh);

Schritt D: Anwendung: Verbesserte Geschwindigkeitsangabe des GPS

Sie mbchten ihre momentane Geschwidigkeit noch genauer wissen und stellen inr GPS-Gerdt
SO ein, dass es ihnen ofters ihre aktuelle Position sendet. Wir nehmen an, dass dies technisch
unbeschrdnkt méglich ist. Realistisch sind Werte um eine Sekunde.

9. Legen sie um ihren Code eine for-Schleife. In der Schleife verdoppeln sie dann je-
weils den Wert von DIM. Dabei sollen die Intervalle eine vernuftige Ldnge behalten.
Wiederholen sie das 10 Mal. Verwenden sie dazu folgende Elemente:

for i=1:1:10

DIM=(DIM-1)*2+1;
end

10. Plotten sie die drei Ableitungen fUr das feinste Gitter. Was hat sich veréandert?

Schritt E: Verifikation
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Sie haben festgestellt, dass die N&herung an die Lbésung mit einem feineren Gitter immer
besser wird. Doch Iasst sich das beliebig weit fortflUhren? Dazu betrachten wir den Fehler der
numerischen Losung. Wir definieren den Fehler folgendermassen:

1 — s
1= Flls = (5 1= f19)2 (1)

11. Berechnen sie den Fehler fur jedes h in inrem Matlab-Code fur den gemittelten Diffe-
renzenquotienten. Vernachldssigen sie dabei die Randpunkte.

12. Speichern sie das jeweilige Gitter in grid (i) und den Fehler in error (i) ab.

13. Iterieren sie nun 20 Mal durch ihre for-Schleife. Plotten sie mit Hilfe von loglog das
Gitter gegen den Fehler.

Dazu untersuchen wir den Fehler ein bisschen genauer: Der Fehler setzt sich aus zwei Kom-
ponenten zusammen:

1. Verfahrensfehler 2. Rundungsfehler

Der Verfahrensfehler ist der Fehler zwischen dem exakten Wert der Ableitung und dem ex-
akten Wert des Differenzenqotienten, denn der Differenzenquotient ist das Verfahren zur
Berechnung der Ableitung

f'(x) =

f(l’+h)—f(l’—h)‘
2h

Zur Berechnung dieses Fehlers stellen wir die Funkfionsausdricke im Differenzenquotienten
durch Taylorentwicklungen dar:

Taylorentwicklung von f um o, ausgewertet bei x lautet T’ ,, (z) = f(z). genauer

£ (5,
Tyg() = 3 T (0
k=0 '

Dannist furxg = zund x = x &+ h:

> f(k)
f(ﬁh):Tf,m(Hh):ka(x)hk:f+hf/+%h2f”+éh3f<3>+~-

w0 Jlo—h) = Trale—1) = Y (b} = f =R f b o b= B O

6

Damit gilt weiter

4
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f(x+h)—f(x—h):2hf’+%h3f(3)+;h5f(5)---

flath)—fle=h) ., 1 5.5, 1. 4,4
= 5% —f+6hf +5!hf
flx+h)— f(x—h) Loyeay, 1 oa e
/ _ — | = —_ .
> @ 2h AT
_ B2 1f<3>+l'h2f<5>...
6 5!
—0, h—0
<Ch*=0(h)
Wir erhalten also insgesamt fUr dne Verfahrensfehler:

14. Zeichnet man den Fehler gegen h in einem loglog-Plot, so sollte man eine Gerade
mit Steigung p sehen. Testen sie dies visuell, indem man eine Vergleichsgerade der
entsprechenden Ordnung in denselben 1oglog-Plot zeichnen. Stimmt die Ordnung so
erhdlt man zwei parallele Geraden.

Zusatzlich zum Verfahrensfehler produzieren wir aber auch Rundungsfehler. Bei der Auswer-
tung von Funkfionen auf dem Computer sind wir natdrlich nicht infinitesimal genau. Wie
ungenau unsere Rechnungen sind hdngt speziell vom verwendetetn Prozessor ab. Es sei
fe .= f(x) £ e. Wir betrachten:

flx+h)—f(x—h) flz+h)—flz—h)

D.— D| .=
|De — D] : 57 S o ’
Das re;}:nen wir Das Wollenvwir rechnen
1
< o (fele +h) = flo+ ) + |fule = ) = f(z = B))

<

SRS

Der Fehler, den wir insgesamt machen ist dann
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< |f'(x) = D[+ |D— D
— ——
Verfahrensfehler =~ Rundungsfehler

<Ch+ <
< + 5

Je nach Prozessor ist so ein € von der GréBenordnung 10~7 oder 10716,

15. Bestimmen sie € fur inren Computer. Ermitteln sie dazu das €, das folgende Gleichung
erflllt: 1 + € > 1. Vergleichen sie ihre berechnete Lbsung mit eps von Matlab.

16. Schauen sie sich den loglog-Plot nochmals an. Wo ist der Fehler am kleinsten? Wie
I&sst sich das optimale h finden, dass uns den kleinsten Fehler liefert?

Wahl einer optimalen Gitterweite h:

fe(z +h) — fe(x—h)

(z) — <CW +~=Eh
') - < CW 5 = B(h)
Wanhle h so, dass E(h) minimal wird:
0=E(h)=Ch—— & h=(-—2)
B B h? -2

Genau kriegen wir das nicht; wir kennen ja C' auch gar nicht, aber es gibt uns eine Idee von
1

einer GréBenordnung fur h, die nicht unterschritten werden soll. So lange h >> €3 ist, wird

der Rundungsfehler nicht sichtbar werden.

17. Berechnen sie das optimale i und vergleichen sie es mit ihnrem Plot.

18. * Ploften sie nun den Fehler gegentber dem Gifter far den
Vorwdrtsdifferenzenquotienten.
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FUr unsere diskrete Funktion f, sieht das dann so aus: Es sei h; := x;411 — x;

Iu(wiz) — fu(xi)
hi
fh(iﬁi) - fh(ﬂfzel)

S () =~

Vorwirtsdifferenzenquotient

fi(wi) =

Riickwértsdifferenzenquotient

hi-1

Und das arithmetische Mittel:

fi ()

fh(xzurl) - fh(xz)
h;

In(Tig1) = fu(zia)
. 2h

~
fiir dquidistante Gitter mit h = h;

fu(xi) = fn(wi1)
T

- -

J

clear
close

DIM
h
X

[fh, dfh]
% Werte von f'

all
all

(0 11;

11;

(I(2)-1I(1
(

-1 )/ (DIM-1);
I(1l):h:I

)
2);

GPS (xX) ; % Werte von f an x

an x (i)

(1) (x);



Lésungen: Finite Differenzen

o)

% Vorwaertsdifferenzenquotient

dfhv = (fh(2:DIM)-fh(1:DIM-1))/h; % Naeherungen an f'(x(i))=dfh (1)

% Rueckwaertsdifferenzenquotient

dfhr (2:DIM) = (fh(2:DIM)-fh(1:DIM-1))/h; % Naeherungen an f'(x(i))=dfh (i)

% gemittelter Differenzenquotient
dfhm(2:DIM-1) = (fh(3:DIM)-fh(1:DIM-2))/2/h;

figure

plot (x(1:DIM-1),dfthv, 'r——-'",x(2:DIM),dfhr(2:DIM), 'g.~",x(2:DIM-1),dfhm(2:DIM-1), 'b.
hold

plot (x,dfh, "k-")

legend ('Forward', 'Backward', 'Central', 'True')
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11-12

clear all
close all
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13-14

15-17

I = [0 11;
DIM = 11;
for 1i=1:1:20
h = (I(2)-I(1))/(DIM-1);
X = I(1l):h:I(2);
fh,dfh] = GPS(x); % Werte von f an x (1) (x);

[
% Werte von f£' an x (i)

<)

% Vorwaertsdifferenzenquotient

dfhv = (fh(2:DIM)-fh(1:DIM-1))/h; % Naeherungen an f'(x(i))=dfh (1)

% Rueckwaertsdifferenzenquotient

dfhr (2:DIM) = (fh(2:DIM)-fh(1:DIM-1))/h; % Naeherungen an f'(x(i))=dfh (i)
% gemittelter Differenzenquotient

dfhm(2:DIM-1) = (fh(3:DIM)-fh(1:DIM-2))/2/h;

error (1) = norm(dfh(2:DIM-1)-dfhm(2:DIM-1),2)/sqrt (DIM-2); %Fehler der Lsg.

grid(i) = h; $Gitterweite
DIM=(DIM-1)*2+1; S%Anzahl Punkte wird vergroessert
end

figure (1)
loglog(grid, error)
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epsilon=1
sum=2;
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while sum>1
epsilon=epsilon/2;
sum=1l+epsilon;

end

epsilon

>> (eps) " (1/3)
ans =

6.0555e-06



