Zh School of Engineering
aw Winterthur

Zurcher Hochschule fur Angewandte Wissenschaften

Lineare Algebra fur Ingenieure

| & i

Skript zur Vorlesung

(R. Axthelm)

| — MANCHMAL GLAvBE
TcH, Wik HABEN WiRKLieH
GRoSSES GLUCK. WENM ES
o HuR EINE JIMEMSION
WENIGER GABE, KonNTEN

>
= WIR UNSEREN LADEN h ;
DcHT MAcHEN.

L -~ ETEVRTIIRE, [ T |

Winterthur
12.05.2015






INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis

RAume verschiedener

Dimensionen 3
1.1 Die Zahlengerade (1d) . . . .. ... .. .. . ... .. . .. 4
1.2 Die KomplexenZahlen . . ... ... ... . . . .. ... ... ... ... 6
1.3 Die GauBsche Ebene 2d) . ... ... ... ... . ... ... ... .. 7
1.3.1 PunkteundPfeile . . . . . . . . . . . . . .. 7
1.3.2 MessenimIR? . . . . . . . 10
1.3.3 Polarkoordinaten . . . . . . .. 19
1.4 Der Raum unserer Anschauung 3d) . . . .. ... ... ... .. ... 23
1.4.1 Vektoren im IR?, wieder Punkte und Pfeile . . . . . . .. ... .. .... 23
1.4.2 Punkte, GeradenundEbenen . . . . . . . .. ... .. 26
L&sen von linearen Gleichungssystemen 33
2.1 Matrizenalssolche . . . ... .. ... . ... . ... . 34
2.2 Der GauB-Algorithmus . . . . . . .. ... 38
2.3 Berechnung der Inversen einer Matrix mitGau . . . . ... .. ... 44
2.4 Die Determinante einer Matrix . . ... .. .. ... ... ... . ..., 47
2.5 L6sen eines LGS mit der CramerschenRegel . .. . ... ... .. .. 50
Vektorrdume (nd) 55
3.1 Der Vektorraum alssolcher . . . .. ... ... .. ... .. ... ..... 55
3.2 Basisund Dimension . . . . . ... 57
3.3 Darstellung Vektoren . . .. .. ... 61
3.4 Vektorenmessen . . . . . .. 63
Lineare Abbildungen 75
Eigenwerte und
Eigenvektoren 93
5.1 Bedeutung der Determinante far affine Abbildungen . . . . .. .. 94
5.2 Eigenwerte und Eigenvektoren . . ... ... ..o oL 96
5.3 Anwendungsbeispiele zu Eigenwerten und Eigenvektoren . . . . . 104



INHALTSVERZEICHNIS

6 Basiswechsel und Diagonalisierung von Matrizen 112
6.1 Isomorphismen und Koordinatendarstellung . . . ... .. ... .. 112
6.2 Matrizen von linearen Abbildungen . . . . . ... ... ... ... ... 116
6.3 Basiswechsel und Diagonalisierung . . ... ... ... ... .. L. 122
6.4 Anwendungsbeispiel zur Diagonalisierung . . . . . ... .. ... ... 129

6.4.1 Wasist eigentlich “ehoch Matrix“? . . . . . . . . . . . ... ... .... 129
6.4.2 Einekleine ODE . . . . . . . v v i i 132
6.4.3 EinkleinesSystem ODES . . . . . . . . o 134
6.4.4 Fichsefressen Hasen . . . . . . . . . . ..o 135
6.4.5 Die Liebe vonRomeound Julia . . . . . . . ... 138

/ Komplexe Zahlen Teil |l 143
7.1 Grundlagen . .. 143
7.2 Potenz und Wurzel von komplexen Zahlen und

der schonste Satz der Mathematik . . ... ... ... ... ... .. 144
7.3 Logarithmus von komplexenZahlen . . . .. ... .. ... . .. .... 149
Literatur 152
Symbolverzeichnis 153
Index 155
Step-by-Step Anleitung 157



Riume verschiedener 1

Dimensionen
Wir behandeln:

e Zahimengen {IN, Z,Q, R, C} und Koérper
e Punkte, Tupel und Vektoren
e Winkel und L&ngen

Die Mathematik ist eine Sprache, mit der wir Aussagen treffen und Gegebenheiten beschrei-
ben kdnnen und das auf - jaja - mdglichst einfache Art, Die Mathematik hat den Anspruch
einfach zu sein! Also eine Sprache, ja? Die Zahlen sind wie Worter im Sprachgebrauch. Ganze
Zahlmengen umfassen dann quasi einen Teil des Wérterbuchs. Mit Wortern alleine lassen sich
jedoch noch keine Aussagen treffen. Wir mussen Satzkonstrukte schaffen, Wérter miteinan-
der kombinieren. Die Grammatik gibt uns dabei ein Regelwerk zur Hand, damit nicht sowas
rauskommt wie “gehe trank Kino Bier gestern ich danach”. Gut, an sich haben wir eine gro-
be Vorstellung wie der Abend verlaufen ist, aber das liegt an unserem Erfahrungsschatz, der
dem Gehirn Interpolationen erlaubt. Der Ausdruck selbst liefert keinerlei Information. Beim
Aneinanderreihen von Wortern ergibt sich noch keine Aussage. Halten wir uns an die Re-
geln der Grammatik wird aus dem obigen Ausdruck sowas wie “Gestern ging ich in’s Kino
und trank danach ein Bier.” Im Grunde genugt auch alleine die Grammatik nicht, denn der
Satz “Heute ist es dunkler als kalt.” ist grasnmatikalisch ein korrekter Satz, beinhaltet aber
keinerlei Wahrheitsgehalt. In der Mathematik ist ein Ausdruck erst dann eine Aussage, wenn
ihm eindeutig ein Wahrheitsgehalt “wahr” oder “falsch” zugeordnet werden kann. Aber das
ist jetzt gar nicht das Thema sondern: Wir brauchen Worte, das werden hier Zahlen und
Zahlmengen sein und wir brauchen Regeln, wie wir die Zahlen kombinieren, damit etwas
brauchbares dabei rauskommt. Diese Regeln sind VerknUpfungen, die wir meistens Addition
und Multiplikation nennen. Klingt jetzt sehr pathologisch, aber lassen Sie sich Uberraschen.



1 R&ume verschiedener
Dimensionen

1.1 Die Zahlengerade (1d)

Definition 1.1 (Zahlmengen ).

natirliche Zahlen N=1{1,2,3,4,...}
No = {0} UN = {0,1,2,3,4,...}
ganze Zahlen Z={..,-4,-3,-2,0,1,2,3,4,...}
rationale Zahlen Q= {]—? ‘ peEZ N q€ ]N}
q
reelle Zahlen R

Ein K&rper ist im mathematischen Teilgebiet der Algebra eine ausgezeichnete algebraische
Struktur, in der die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division auf eine bestimmte Weise
durchgefihrt werden kdnnen'.

Definition 1.2 (Korper ). Ein Korper (IK,+,-) ist eine Menge IK versehen mit zwei
Verkniipfungen “+” und “” (die Addition und Multiplikation genannt werden), fir die
folgende Bedingungen erfillt sind:

Additive Figenschaften

(K1) a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (Assoziativgesetz)

(K2) a+b=0b+a (Kommutativgesetz)

(K3) Ya e K30 € K | a+ 0= a (neutrales Element)
(K4) Ya € K Jas € K : as+ a= 0 (additives Inverses)

Multiplikative Eigenschaften

(K5) a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativgesetz)

(K6) a-b="0>-a (Kommutativgesetz)

(K7) YVa e KT € K | a- 1T =a (neutrales Element)

(K8) Ya € K Jap € K : ap-a =1 (multiplikatives Inverses)
Additive und Multiplikative FEigenschaften

(K9) a-(b+c¢)=a-b+a-c (Links-Distributivgesetz)
(K10) (a+b)-c=a-c+b-c (Rechts-Distributivgesetz)

Wir schreiben auch kurz K anstatt (K, +, ). Elemente eines Kdrpers heiffen Skalare.

!Die Bezeichnung Koérper wurde im 19. Jahrhundert von Richard Dedekind eingefiihrt.



1.1 Die Zahlengerade (1d)

Die Schwierigkeit im Moment besteht darin, Wissen, das wir bereits haben auszuklammern.
Zum Beispiel ist uns ja seit der Primarschulzeit klar, dass a - 0 = 0 gilt. Kriegt man keine Bonbons
dann hat man halt auch keine. Basta. Fur uns jetzt ist das aber nicht klar, denn das ist ein
Sachverhalt, der nicht direkt in den Korperaxiomen festgehalten wird. Das muss man sich erst
mal zurechtbeweisen:

Beispiel 1

Beweis, dass a - 0 = 0.

O0=a-0—a-0
=a-(0+0)—a-0

=a-0+a-0—-a-0

L 0O O O

=a-0+0

[]

Uberlegen Sie welche Kérperaxiome in den jeweiligen Schritten zum Beweis verwendet wur-
den. Versuchen Sie die Schritte noch einmal aufzuschreiben, indem Sie 0 durch 0 und —a
durch a4 ersetzen.

’ Beispiel 2

|

Welche der Zahimengen IR, IN, Z, @ bilden mit der Ublichen Addition und Multiplikation
einen Koérper?

’ Beispiel 3

‘ Die Zahimenge {0, 1} versehen mit folgenden Regeln der Addition und Multiplikation

bildet einen Koérper.
+10 1 - 10 1
0]0 1 0(0 O
111 0 110 1
Bisher haben wir Zahlen auf der Zahlengeraden IR betrachtet und sind damit in einer Raum-
dimension geblieben. Mathematisch werden wir den Begriff der Dimension spdter prézisieren.
Im Moment begnugen wir uns mit einer intuitiven Vorstellung davon. Es ist nun an der Zeit, die
eindimensionale Welt zu verlassen!

Der Korper als solcher wird uns zun&chst unsichtbar im Hintergrund begleiten. Im folgenden
Kapitel befassen wir uns mit héherdimensionalen RGumen auf einer rein anschaulichen Ebe-
ne. Erst im Kapitel 3 werden wir die Situation abstrahieren und dort wird uns dann der Begriff
Koérper wieder begegnen.



1 R&ume verschiedener
Dimensionen

1.2 Die Komplexen Zahlen

Definition 1.3 (Komplexe Zahlen ). Die Zahlmenge C mit
C={r+iy|r,ycR A i*=-1}
heifit Menge der Komplexen Zahlen. Fiir eine komplexe Zahl ¢ = (x + iy) € C heifit

) := x Realteil,
Im(c) := y Imagindrteil und
C:==

— 1y konjugiert komplexes von c.

Beispiel 4 Wie ergeben sich Regeln fur Subtraktion und Division von komplexen Zahlen? Sie addieren,

bzw. multiplizieren wie gewohnt und “sammeln” dann jeweils alle Ausdlicke des Real- und
Imagindrteils.

Additonvona =2+¢3undb=5—16:

a+b=24+13+5—-16=7—-13

Multiplokationvona =2 + 4¢3 und b =5 — 1 6:

a-b=(2+i3)-(5—i6)=10+i15—-i12 —i*18 =28 +i3

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen: Es seien z,w € Cmit z = a+1bundw = c+id.
Addition/Subtraktion:
z+w=(atc)+i(btd)

Multiplikation:
z-w=(a+1b)(c+id) = (ac —bd) + i (bc + da)

konjugiert Komplexe:

Z=a—1b
Betrag:
|z| = V2Z = Va2 + b?
Division:
z 2w ac—i—bd_i_,bc—da
—_ = = 7
w o |w? |wl? |w?|

Jede Operation mit komplexen Zahlen liefert wieder eine Zahl, die sich in Real-
und Imagindrteil zerlegen 1GBt.

Satz1.4. (C,+, ) bildet einen Kirper.

6



1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

Beweis Satz 1.4:

Es seien z,w,v € C.

(K1) z4+ (w+v)=(z+w)+v (Assoziativgesetz)

(K2) z4+w=w+z (Kommutativgesetz)

(K3) nt=0+0-14 (neutrales Element beziiglich der Addition)

(K4) —=z (additives Inverses)

(K5) z-(w-v)=(z-w)-v (Assoziativgesetz)

(K6) z-w=w-z (Kommutativgesetz)

(K7) n*=1+0-4 (neutrales Element beziiglich der Multiplikation).
(K8) z7'= % (multiplikatives Inverses)

(K9) z-(w+v)=z-w+z-v (Linksdistributivgesetz)

Rechenregeln fiir konjugiert komplexe Zahlen:

(CL) 21+22231+EQ 21'22251'52
(b) Z=1z
(c) Re(z) = =~ n(z) = 2

Bei der Definition der komplexen Zahlen haben wir aber bereits zwei Zahlengeraden kombi-
niert. Eine far den Realteil einer komplexen Zahl und eine fur den Imaginarteil. Damit haben
wir im Grunde eine weitere Raumdimension hinzugenommen. Wenn man sich die Zahlen-
geraden als Stangen vorstellt, mit Hilfe derer man eine Plane aufspannen kann, sollte dieser
Sachverhalt auch ohne abstrakte Definition einleuchtend sein.

1.3 Die GauBsche Ebene (2d)
1.3.1 Punkte und Pfeile

Definition 1.5 (2-Tupel ). 2-Tupel sind Punktepaare (z,vy), deren Komponenten x und y
jeweils reelle Zahlen, also x,y € R sind. Die Menge aller reellen 2-Tupel ist definiert
als

R?:= {(z,y) | z,y € R}

Tupel nennen wir auch Vektoren.

Beispiel 5

GauBsche Ebene




1 R&ume verschiedener
Dimensionen

Py =(3,3) ) o 7
PQ == (5, —4) 4
Py = (—4, —1) 8 {
Py = (-2,5)
Ps = (0,-3) 0 .
1 ®
2
Ordnen Sie den Punkten in der 3 ]
GauBschen Ebene rechts ihre Na- -4 o -
men zu. Zeichnen Sie den Ursprung, il
das ist der Punkt (0, 0) in der Ebene e s 4 9 £ 0 0 1 2 3 4 5

ein.

2-Tupel oder auch Vektoren kann 3
man als Pfeile darstellen, die 4
vom Ursprung zum entsprechen- 5
den Punkt zeigen. ST 4 5 2 1 o 1 2 3 4 5

Ob Punkt oder Pfeil ist ganz gleich. Die zwei Darstellungen meinen exakt das
selbe, namlich Vektoren im IR?, bzw. Elemente des IR?! Die unterschiedlichen
Darstellungen dienen einzig und alleine der besseren Veranschaulichung. Je nach
Anwendung ist es besser, sich einen Punkt vorzustellen oder einen Pfeil.

Vektoren als Pfeile starten immer (1) im Ursprung. Immer!!! Man nennt sie auch
Ortsvektoren.

Zwei oder mehr Vektoren addiert man komponentenweise, also

)G =)
(4 Yo Y1+ Yo

Beispiel 6

Vektoren addieren




1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

o

w=(0)-6D-6) T

Der blaue, gepunktete Pfeil zeigt

die Richtung von b. Wenn man von

a startet und in Richtung b “lauft” 3
landet man beim Punkt a+b. Dieser
sogenannte Richfungsvektor (der

blaue!) ist kein Vektor bzw. 2-Tupel /
im Sinne der Definition! Er ist nur ei- X
ne Art Wegweiser zur Veranschuli- 0
chung der Situation. Wir kébnnen ihn

auch nicht als Punkt interpretieren, y 0 ! 2 3 4 8 6
oder?

7 a+b

So ein Richtungsvektor hat immer einen Anfangs- und Endpunkt. Im Gegen-
satz zum Vektor, der nur einen Endpunkt hat da der Anfangspunkt immer der
Ursprung ist. Es ist wichtig, diesen Sachverhalt nicht zu vergessen, sonst sind
Rechenfehler vorprogrammiert.

Beispiel 7

Vektoren subtrahieren \

~

e () - (1))

Der blaue, gepunktete Pfeil zeigt a
die Richtung von b — a, der selbst .
aber im Ursprung ansetzt. Wenn /
man von a startet und in Richtung !
b—a “1&uft” landet man beim Punkt

b.

-1

-1 0 1 2 3 4 5 6

Will man tatséchlich eine Strecke zwischen zwei Punkten beschreiben so erfolgt dies durch
eine Mengenangabe der Menge aller Punkte, die auf der Verbindungslinie der beiden End-
punkte liegen.

Definition 1.6 (Strecke & Gerade ). Es seien A, B € R? Punkte, dann beschreiben die
Parameterdarstellungen

AB:={z R’ |z=A+t(B-A), te[0,1]}
die Strecke zwischen A und B und

g={reR* |z=A+t(B-A), tc R}



1 R&ume verschiedener
Dimensionen

die Gerade, die durch A und B verlduft. A heifit Stitzounkt und B — A Richtungsvektor
von g.

Es gibt noch weitere Darstellungsmoglichkeiten von Punktmengen, die eine Gerade bilden.
Die in Definition 1.6 beschriebene Gerade nennen wir auch Paramterdarstellung einer Ge-
raden .

Beispiel 8 Strecke zwischen zwei Punkten ‘

Bei der Strecke von A = (1,2) y
nach B = (5,4) starten wir bei A
und “laufen” in Richtung B — A = . Py
(4, 2). Die Strecke besteht aus allen B
Punkten

z=A+1(B-A), : ¢

wobei t alle reellen Zahlen von 0 X
bis 1 durchlduft. Furt = Oistx = A 0
undfart = 1liste = B.

Beispiel 9 Gerade in der Ebene

Eine Gerade unterscheidet sich

von einer Strecke im Grunde nur 6
dadurch, dass der Parameter ¢ be- y
liebige Werte in IR annehmen darf, ’
denn eine Gerade istim Gegensatz 4

zur Strecke unendlich lange.

g:={reR*|z=attv,Vt € R} ] /

In der Regel schreiben wir fur Gero-
den auch kurz X

g: a+tv,

wenn klar ist wie es gemeint ist.

1.3.2 Messen im IR?
Jeder Vektor x = (z1,x2) € IR? ist durch genau zwei Eigenschaften eindeutig gekennzeich-

net. Diese beiden Eigenschaften sind bisher die x1- und die zo-Komponente. Wir kénnen
so ein Vektor aber auch durch Abstand zum Ursprung und den Winkel, den die Strecke 0z

10



1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

zur positiven x1-Achse hat eindeutig bestimmen. Diese beiden Eigenschaften wollen wir nun
genau definieren.

Definition 1.7 (Betrag ). Der Betrag eines Vektors v € R? ist der Abstand zum Ursprung
und errechnet sich aus dem Satz von Pythagoras zu

1
2 3
2| == (/2 + a3 = (fo) .
i=1

Andere dquivalente Bezeichnungen fiir den Betrag sind

s [l -

Beispiel 10 Betrag |Es sei x = (2, 4), dann ist der Betrag von x gegeben durch

2
x| = ‘(4)‘:\/2@42:@:2\/5%4_47.

Definition 1.8 (Standardskalarprodukt ). Das Standardskalarprodukt von zwei Vektoren
z,y € R? ist definiert als die Zahl

2
T
<a,y >= <( 1), (y1)> =T+ Ty = Y Tl
T2 Y2 i1

Wir sagen auch kurz Skalarprodukt von x undy.

Beispiel 11 S’rondordskolorproduk’r\ Esseix = (2,4) und y = (—1,2), dann ist das Standardskalarpro-

dukt die Zahl
2 -1
<zy>={{,) |5 =2-(-1)4+4-2=-2+8=6.

Rechenregeln fiir das Skalarprodukt: Sei o € IRund a, b, c € IR?. Dann gilt

(a) <aa,b>=a <a,b> (b) <a,b>=<ba>
() <a+bec>=<a,c>+ <bc> (d) <a,a>=|al?

Der Skalar o wirkt bei der Multiplikation o < a, b > nur auf einen der beiden
Argumente des Skalarprodukts. Verwechseln Sie das nicht mit der skalaren
Multiplikation von a mit einem Vektor! Dort gilt nédmlich « (a, b) = (a a, ab).

Beispiel 12 Gitauch < a,b+c>=<a,b>+ < a,c>?

11



1 R&ume verschiedener
Dimensionen

Rechenregeln fiir den Betrag: Sei o € IR und a, b € IR?. Dann gilt

Beispiel 13

() lacall = fefla]
(b) la| =0 a=0
(c) la+ 0| < |lal| + ||b]| “Dreiecksungleichung”
\ Im Allgemeinen gilt NICHT ||a - b|| = ||a||||b]| fur a,b € IR* UBerzeugen Sie sich davon

anhand eines Beispiels.

Der Name Skalarprodukt kommt daher, dass man das Produkt von zwei Vektoren bildet und
einen Skalar erhdlt. Sie erinnern sich daran, dass ein Skalar ein Element eines Kérpers genannt
wird. Die Werte des Skalarprodukts sollten also sinnvollerweise einem Koérper angehdren. Im
Moment erhalten wir Zahlen in IR und sind damit zun&chst auf der sicheren Seite. Eine
geometrische Interpretation zum Skalarprodukt kdnnen wir uns vor Augen fUhren sobald wir
uns Sachverhalten rund um die Winkelberechnung klar gemacht haben. Also los. Um Winkel
zu berechnen, benodtigen wir Ausdriicke aus der Trigonometrie.

Definition 1.9 (sin und cos ).

S
S

Zu einem rechtwinkligen Dreieck mit den 5@ Bl £ 3
Kathetenlingen a und b und der Hypote- oo}?{é«*@‘ o E5
nusenlinge c, bezeichnen wir den Winkel AT 2 *3,3 g
gegeniiber der Kante a mit o und definie- é E %
ren folgende Funktionen: o Kathete Y é;é
Gegenkathete zum Winkel B 3 g

Ankathete zum Winkel o

Gegenkathete  a

siha = ——— = —
Hypothenuse ¢
Ankathete b

cosq = —————— = —
Hypothenuse ¢

Sinus und Kosinus sind sogenannte trigonometrische Funktionen. Der Begriff Trigo-
nometrie steht fUr die Beziehung zwischen den Winkeln und den Seitenldngen
eines Dreiecks.

tri (drei) gon (ecke) meter (messen)?

“www.canoonet.de
Bei der Wahl des Argumentes der Sinusfunktion haben wir die Freiheit, zwischen dem Winkel in
Grad mit der Kennzeichnung © oder dem sogenannten BogenmaB zu wdhlen. Das Bogenmal
beschreibt die Ldnge eines Kreisbogens am Einheitskreis, wobei Einheitskreis den Kreis mit
Radius 1T meint.

12



1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

Definition 1.10 (Bogenmaf}). Das BogenmaB = eines Winkels «v ist die Linge des Kreis-
bogens, der dem Winkel o gegeniiber liegt, wenn man ihn im Einheitskreis gegen den
Uhrzeigersinn abtrdigt.

Suodrantl : Quadrant] Umfang des Einheitskreises:
Winkel 6 = 360°
Bogenmafi y =2mw

Kreisabschnitt:
Winkel «Q
Bogenmafi » = %a

Quadrant Il Quadrant IV

Beziehungen zwischen Sinus und Kosinus:

R
2

—X

cos(pi/2—x)

=sin(y —r) =sin( +2)
COSX = s1n 5 T | = sIn 5 T

. ™ ™
sln x = cos (——x) = — COS (——i—x)
2 2

sin(pi/2—x)

X 1 =sin®z + cos® x

cos(x)

Sie kennen alle den Pythagoras, der besagt, dass fur ein Dreieck mit Seitenldngen a, b, ¢, bei
dem die Seiten a und b senkrecht aufeinanderstoBen die Beziehung

a’ + b =

gilt. Haben Sie sich schon einmal Uberlegt, ob die Umkehrung der Aussage auch gilt? Also
wenn fur ein Dreick die Beziehung a? + b* = ¢? erflllt ist, handelt es sich dann auch um ein
rechtwinkliges Dreieck? Die Antwotr ist ja und wird vom Konsinussatz geliefert.

Satz 1.11 (Kosinussatz). Es sei ein Dreieck mit Seitenldngen a,b,c € R gegeben, wobei
v € R den Winkel beschreibt gegeniiber der Kante mit Seitenlinge c. Dann gilt

=a*+b>—2abcosy.

13



1 R&ume verschiedener
Dimensionen

Beweis :

Es gelten die Beziehungen

= h® + b3
und a? = h* + b
= h*+ (a cosy)?

Dann ist

A =a*+b*—2abcosy
& hP+bs=h*+a*cos’y+b* —2ab cosy
& b5 = (b— a cosy)?
——

=by

OJ

Aus dem Kosinussatz Iasst sich dann sofort der Zusammenhang zwischen dem Winkel, der
von zwei Vektoren eingafasst wird (folgende Definition) und der Definition des Kosinus aus 1.9
herstellen.

Definition 1.12 (Winkel ). Seien a,b € R?. Dann heifit die Zahl o mit

<a,b>

COS = —
7 Nalllbll2

Winkel zwischen den Vektoren a und b. Wir schreiben

¢ =Z(a,b).

Es werde ein Dreieck durch die beiden Vektoren a,b € IR? beschrieben. Die dritte Seite
erhalten wir aus b — a. Dann liefert der Kosinussatz direkt die Beziehung

14



1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

Ib—all* = llall* + [Ib]I* = 2lal|[|b]] cos ¢
16 — all* — [lal* — |[b]*

= =
o —2all]1Bl

Betrachten wir nur den Zéhler

<b—a,b—a>—<a,a>—<bb>=-2<a,b>

so erhalten wir insgesamt

< a,b>
COS QY = —————
lal[[o]
Das ist doch schdn. Wir halten hier immerhin eine unglaublich simple Methode zur Berech-
nung des Winkels in der Hand!

Zur Berechnung des Winkels mussen wir den Arkuskosinus heranziehen. Auf Grund
seiner Definition erhalten wir als Ergebnis nur Winkel aus [0°, 180°]. Wir erhalten
also bei der Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren immer den inneren
Winkel. Wollen wir den &uBeren wissen, so mussen wir inn nachiréglich umrechnen.

Beispiel 14

Winkelberechnung

Seien a, b, ¢ € IR? gegeben durch

Dann ist

<a,b> 5
Z(a,b) = arccos (4) = arccos (—) ~ arccos 0.98 =~ 0.2(~ 11.47°)
lell[ol V26

<a,c>

Z(a,c) = arccos (—
lalllle]

™
= O = —
) arccos 9

Definition 1.13 (orthogonal, parallel, normiert, orthonormal). Es seien a,b € R? Vekto-
ren. Gilt
<a,b>=0

so treffen die Vektoren im rechten Winkel aufeinander und wir nennen Sie orthogonal
sprich “a ortho b” oder auch senkrecht. Gilt hingegen

< a,b>= [|al[|[b]

15
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so sind die Vektoren richtungsgleich und heiffen parallel sprich “a parallel b”. Vektoren
a mit der Eigenschaft

lall =1

heiffen normiert. Vektoren a und b mit
|la]| =1, ||b]] uwnd <a,b>=0
heiffen orthonormal.

Definition 1.14 (Normalenvektor). Zu jedem Vektor a € R? \ {0} mit
(v
a =
a2
e

orthogonal. Wir nennen a den Normalenvektor zu a.

1st der Vektor

Beispiel 15
2 i 3
a= = a =
Skizzieren Sie sich die Situation. Kbnnte man den Normalenvektor auch anders definieren?
Beispiel 16
Jeder Vektor a mit
R a
a=—¢
|al|

hat die Lange 1, d.h. ||a|| = 1. Versuchen Sie’s mal mit

Definition 1.15 (Winkel zwischen zwei Geraden). Der Winkel zwischen zwei Geraden
g: a+tv und h: b+sw

st durch den Winkel der beiden Richtungsvektoren v und w gegeben.

16



1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

Orthogonale Projektion: Die orthogonale Projektion eines Punktes X & IR? auf die Ge-
rade g : a + tv liefert den Punkt P € g, der dem Punkt X am n&chsten gelegen ist:

<X — >
P Sl LR
o]l

Fur diesen Punkt gilt auch (X — P) L v.

Das kann man leicht einsehen, denn es gilt wegen der Definition des Kosinus
IP —all = [[X —a| cos e

mit der Definition des Winkels gilt weiter

<X-a,P—a> <X P—a>
== = _a/7—
|1P = all 1P —a
:<X—a v >: (X —a,v)
vl [v]]
Und damit gilt insgesamt
X — X —
P — CL+ < a,'U> v — a+ <—Gj2,/U>
[oll vl o]

O

Beispiel 17

Die orthogonale Projektion des Punktes X = (4, 1) auf die Gerade g : (1) +1 (}) ergibt sich
durch

ZU

17
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Definition 1.16 (Distanzfunktion). Seien M, N C R* Mengen von Punkten im IR®. Dann
heift die Funktion dist : R? x R? — R mit

dist(N, M) := _min__|ly — ],

zeM | z€

Distanzfunktion.

Die Distanzfunktion misst den Abstand der Punkte von je zwei Mengen, die sich am n&chsten
sind. Suchen wir nun nach dem Abstand eines Punktes zu einer Geraden, die ja gerade eine
Menge ist, so machen wir genau das:

Es sei ¢ eine Gerade und P € IR%. Dann ergibt sich der Abstand von P zu ¢ durch
dist(P, g) := min ||P — || .
xrEyg

Viel interessanter ist Frage danach, wie man diesen Abstand nun berechnet, oder? Der zu
P nachstgelegene Punkt in g erhdlt man zum Beispiel durch die orthogonale Projektion von
P aufg.

Abstand eines Punktes zu einer Geraden I:
Seien a, v € IR? und eine Gerade ¢ € IR? gegeben durch die Parameterdarstellung

git)=a+tv, telR.
Dann hat der Punkt P € IR? zu g den Abstand

<P—-a,v>
]2

dist(P, g) = H(P —a) -

2

Abstand zweier paralleler Geraden: Der Abstand zweier paralleler Gerade g : a4t v und
h : b+ sw mit v||w ergibt sich kurzum aus dem Abstand irgendeines Punktes von g zur
Geraden h, oder man wdhlt irgendeinen Punkt der Geraden h zur Geraden g, d.h.

dist(g, h) = dist(a, h) = dist(b,g), Va€ g N b€ h.

Definition 1.17 (Kreuzprodukt im IR* ). Es seien a,b € R? 2wei Vektoren mit
a= (a1> und b= <bl) .
a9 bQ

aXxb:= a162 — agbl

Dann heifst die Zahl

das Kreuzprodukt von a und b.

18



1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

Der Betrag des Kreuzprodukts im IR? liefert als Wert den Fléicheninhalt des Paral-
lelogramms, das von den beteiligten Vektoren aufgespannt wird, denn es gilt

aXb=aby—bay = (al) . <_62) —<a,bt >
5) b

= flall bl cos s, ¥ = Z(a,bY)
. ™ .
= llallol}sin (5 =) = lall|el sing, & = Z(a.b)

= h||b|| also Hohe mal Grundseite des Dreiecks.

b

Beispiel 18

Es sei das Dreieck 1" durch die drei Ecken

A=(1,1), B=(3,2) und C=(2,3)

gegeben. Dann erhalten wir den Fléicheninhalt |T'| des Dreiecks durch

](O—A)X(B—A)|:%‘(;) « G)‘:g

Das Kreuzprodukt wird uns im folgenden Kapitel wieder begegnen. Wir werden dann die
Rechenregeln formulieren.

1.3.3 Polarkoordinaten

Komplexe Zahlen kann man als Punkte im IR? auffassen und entsprechend graphisch dar-
stelle. Es werden dabei der Realteil auf die z-Achse und der Imagindrteil auf der y-Achse
aufgetragen. So gesehen kdnnen wir komplexe Zahlen auch als Vektoren interpretieren.
Sie haben demzufolge einen Abstand zum Ursprung und einen Winkel zur xz-Achse. Diese
beiden Eigenschaffen definieren eine komplexe Zahl ebenso eindeutig, wie ihr Real- und
Imagindarteil.

Definition 1.18 (Polarkoordinaten ). Es sei z = a +ib eine komplexe Zahl. Dann heifst

r=|z| = va?®+b?
Betrag von z und
¢ = Arg(z)

Argument von z # 0. Wir sagen, dass
z=a+1b

in Kartesicher Form und
z =r(cosg + 1 siny)

wn Polarform gegeben ist.

19
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Beispiel 19 Es sei z = 2 + ¢ 3 in kartesischer Form gegeben. Dann ist

|z = V13

3
Arg(p) = atan2 5~ 0.983(56.3°)

z in Polarform lautet dann

z = v/13(c0s 0.983 + i sin 0.983) .

folgende Funktion

(arctan (%) far
arctan %) + 7 far
arctan E) — 7 for

Arg(z) = z )
% far
—g far
nicht definiert far

\

Der Definitionsereich ist

]]:)Arg -

x>0
r<0Ay >0
r<0Ay <0
r=0Ay>0
r=0Ay <0
r=0Ay=0
[—m, 7).

Das Argument: Winkel eines Punktes im R? bezuglich der x-Achse erhalten wir durch die

(1. und 4. Quadrant)
(2. Quadrant)

3. Quadrant)
(positive y-Achse)
(negative y-Achse)
(im Ursprung)

Wenn wir also das Argument einer komplexen Zahl berechnen mussen reicht der
Arkustangens mit seinem Wertebereich ( 5 s 2) nicht aus. Wir mussen zu FuB eine
Korrektur vornehmen, je nachdem in welchem Quadranten sich die entsprechen-
de komplexe Zahl in der GauBschen Ebene befindet.
Wir kébnnen nach Belieben zwischen den Darstellungen der kartesischen und der Polarform
wechseln. Operationen in kartesischer Form bewirken das Gleiche, wie die entsprechenden
in Polarform. Betrachten wir dies anhand der Multiplikation:

Additionstheoreme:
(AT1) sin(z + y) = sinx cosy + siny cos x
(AT2) sin(x — y) = sinz cosy — cos T siny
(AT3) cos(z +y) = coszcosy — sinysinx
(AT4) cos(x —y) = cosxcosy + sinzsiny
Beweis :

20




1.3 Die GauBsche Ebene (2d)

(AT1)
(sm x) (cos y>
sinzcosy + coszsiny =
cosx /) \siny
>

it P sin x Q= cos Yy
~ \cosz/)’ ¥ \siny

=[P IQ] cosp  mit = L(P,Q)
—~—

~—
=1 =1
= cos 1
Wir wissen, dass .
2 P’=(sin X, cos X)
o= Csinx ~
1 |
=z _ D
are= 4 ol PR m 777777 ‘ Q=(cos y, sin y)
K S P 0?
gilt. Daraus folgt dann Z|°
»n m '
T
p=at+f=5-(r+y)
MZt - CdS y

cos ) = cos(a + ) = cos (g —(z+ y)) = sin(z + y)
folgt dann die Behauptung!
(AT2) Wir setzen in (AT1) statt y einfach —y und erhalten mit
sin(x + (—y)) = sinz cos(—y) + cos x sin(—y) = sinx cosy — cos x siny

die Behauptung.

(AT3) Wir verschieben, so dass wir den Kosinus in Sinus ausdriicken konnen, verwenden
dann (AT1) und schieben dann das ganze wieder zuriick:

cos(x + y) = sin ((g — x) + (—y))

n(5-7) (5-)s
=sin(= —x)cosy—cos|{=—x])s
1n2 x Y 5 T ) siny

= CcOosx Ccosy — sinxsiny
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(AT4) Hier verwenden wir den gleichen Trick wie bei (AT1): Wir setzen —y statt y in
die Gleichung (AT3). Dann gilt

cos(x + (—y)) = cosxcosy +sinzsiny .

Satz 1.19 (Produkt in Polarform). Fiir z,w € C gilt
|z w| = |z||lw| und Arg(z-w)= Arg(z) + Arg(w).

Beweis :

Unabhdngig von der Art der Darstellung ergibt sich aus der Definition des Betrages

|z -w|=Vzwzw =VzZVww = |z||w].
Es seien z =a+1b und w = ¢+ 1 d gegeben mit der Darstellung in Polarform:

z=r(cosg+1siny)
w = s (cosy + 1 sin))

Das Produkt in Polarform ergibt

z-w=7(cosp+isiny)-s(cosy)+isiny)
=rs(cosg costh — sinpsiny + i (cos psiny + cos sin p))
=15 (cos(¢ + 1) + i sin(p +v))
=:t(cos o+ i sinp)

=0

Satz 1.20 (Quotient in Polarform). Es seien z,w € C mit

z=r (cosy +isiny)
w=s (cost + i siny))

gegeben. Dann gilt

SHRS

- g (cos(p — ) +i sin(p — ) .
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1.4 Der Raum unserer Anschauung (3d)

Beweis :

(cosp+1 singp)
(costp + i sine))
(cosp + i sinp) (cosy) — i sin)
(cost + i sinyp) (cosy) — @ sinh)

(cos + i singp) (cosy) — i sin))

SRS

(cos @ costh + sin @ sin ) + i(sin ¢ cos 1) — cos @ sin 1))

(cos(¢p — ) + isin(p — 1))

LDIIL[IILV]II I ®© |3

[
Multiplizieren wir zwei komplexe Zahlen so erhalten wir eine neue komplexe Zahl,
deren Betrag sich aus dem Produkt der Betr&ige der Faktoren und deren Argument
sich aus der Summe der Argumente der Faktoren ergibt. Anschaulich ist z1 - 29
eine Zahl, die aus z; durch Streckung um |z3| und Drehung um den Ursprung mit
dem Winkel @5 entsteht. Die Multiplikation irgendeiner Zahl z; mit z, entspricht
also einer Drehstreckung.

1.4 Der Raum unserer Anschauung (3d)

Alles was wir in der GauBschen Ebene veranschaulicht und definiert haben I&ssst sich auch
problemlos formulieren, wenn wir den Raum um eine weitere reelle Zahlengerade erweitern.
Wir nennen diesen Raum, den IR?, den “Raum unserer Anschauung”. Das ist naheliegend,
da unsere unmittelbare Umgebung quasi so etwas wie der IR? ist; zumindest wenn man nicht
allzu pedantisch ist.

1.4.1 Vektoren im IR?, wieder Punkte und Pfeile

und wie man sie misst.

Vektoren im IR? sind sogenannte 3-Tupel und haben die Gestalt

U1
v=| v, | €eR® v, €eR,i=1,23.
U3

Der Abstand eines Punktes v, oder anders ausgedrlckt die Lange eines Vektors v im IR3 ist

gegeben durch die Norm
1
3 3
- () -
=1
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Beispiel 20
1
2 =VI12+224+32=v14~3.74
3
Der Winkel zwischen zwei Vektoren v, w € IR? ist gegeben durch die folgende Beziehung:
(%1 w1 3
(v, w) = < v || e > = > v = [ellllw] cos i, ¢ = £(v,w)
V3 W3 =1
Die Situation fangt an sich ein wenig zu unterscheiden, wenn wir zum Kreuzprodukt
Ubergehen. Im R2 ergab das Kreuzprodukt zweier Vektoren eine Zahl, also ein Skalar. Im
IR? verhdlt es sich anders. Das Kreuzprodukt liefert uns hier wieder ein Vektor. Wir definieren
zundchst:
Definition 1.21 (Kreuzprodukt). Seien a,b € R®. Dann heifit der Vektor
a b1 azbs — azby
axb= as X bg = a361 — CL1b3
as b3 Cblbg — CLle
Kreuzprodukt oder auch cduBeres Produkt oder auch Vektorprodukt.
Beispiel 21
1 -1
2 X 0 = 1
-3 2 2
axb
1. Das Kreuzprodukt ist orthogonal zu den betei-
b ligten Vektoren, d.h. es gilt
<a,aXxb>=<baxb>=0.
a
2. Der Betrag des Kreuzproduktes a x b ent-
spricht genau dem Fi&cheninhalt des Parallelo-
gramms, das durch a und b aufgespannt wird.
bxa
Denn
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1.4 Der Raum unserer Anschauung (3d)

1. Diesen Sachverhalt k&dnnen Sie leicht nachrechnen, wenn Sie die Definitionen des
Kreuz- und des Skalarprodukts und das Ergebnis “aus-x-en”.

2. Mit
la > bll3 = llall21bll5— < a,b >*,

worlber Sie sich in einer Ubungsaufgabe klar werden durfen, gilt dann auch

la < b]|* = [lal*[[b]*~ < a,b >*
= llall*1bll* = llal*[[b]]* cos®
= [lal*[6]*(1 — cos® ¢)

= [lal*[b]* sin*

= jaxbl = bl -|allsing]
~N =

Grundseite Hohe

Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt:

(1) axb=0<% a,b richtungsgleich
(2) (Aa) x b=X(a xb) =ax (A\b)
(3) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (Distributivitét)
(4) axb=-bxa (Antikommutativitét)

Es gilt nicht die Assoziativitat:

ax(bxc)#(axb)xec,!

Beispiel 22

1 1 1 -2

X 1 X 1 = 1

0 1 1 1

aber

1 1 1 0

X 1 X 1 = 0

0 1 1 0
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1.4.2 Punkte, Geraden und Ebenen

Wir haben bereits Punkte und Geraden im IR? und Punkte im IR? kennengelernt. Da der
IR? selbst eine Ebene ist, wir haben fur den Gegenstand Ebene ja bereits eine gute Vorstel-
lung im Leben entwickeln kdnnen, ergab es wenig Sinn, nach Ebenen im IR? zu Fragen. Im
dreidimensionalen Raum sieht das naturlich anders aus. Wir haben nun schon Punkte, bzw.
Vektoren kennengelernt. Betrachten wir nun Geraden im Raum; sollte es ja geben.

Definition 1.22 (Parameterdarstellung einer Geraden im R?). Seien a,v € R®. Die
Parameterdarstellung der Geraden durch den Punkt a in Richtung v lautet

g={reR®|z=a+tv, t€ R}.

Hm. Sieht genauso aus wie die Defintion der Parameterdarstellung von Geraden im IR?. Ist
auch so. Sobald der Raum um eine weitere Raumdimension, oder auch mehrere, erweitert
wird, so erhalten wir entsprechend mehr Komponenten in den Tupeln, bzw. Vektoren, aber
die Geradendarstellung in ihrer abstrakten Form bleibt gleich. Egal wiviele Dimensionen uns
umgeben ist es so, dass wir an einem Punkt um Raum starten und uns in nur eine Richtung -
vorwdrts oder ruckwadarts - weiterbewegen und dabei auf Elemente der Geraden treffen.

Um nun eine Ebene aufzuspannen nehmen wir eine weitere Richtung, die selbstredend nicht
richtungsgleich, bzw. parallel zur ersteren ist, hinzu:

Definition 1.23 (Parameterdarstellung einer Ebene). Seien a,v,w € R*. Die
Parameterdarstellung der Ebenen durch den Punkt a in Richtung v und w wird beschrie-
ben durch

E={zeR’ |z=a+tv+sw, t,s € R}.

Stellen Sie sich vor Sie spannen ohne Schwerkraft mit zwei Stécken (v und w) eine Seifenhaut
auf. Jedes infinitesimal kleine Teilchen der Seifenhaut, die in der Vorstellung nicht unter der
Erdanziehungskraft leidet, ist ein Element der Ebene E. Und die Ebene fdllt zu einer Geraden
zusammen, sobald w||v ist. Dann n&mlich, wenn es ein r € TR gibt mit w = r v, fallt die
Ebene E

E:a+tv+sw=a+tv+srv=a+(t+sr)v=a+tv :g

in eine Gerade g zusammen.

Beispiel 23

0 1 1 0 1
Et 1 ] +s 1 =\| 2 |+t 1 ] +s 1
1 0 1 1 0

0 0 1

E, O |+t 1 ]+s 1

1 1 0
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Jeder Punkt x € Ey C IR? kann durch die Vektoren, die die Ebene beschreiben dargestellt
werden. Es gilt also

0 0 1 T
O |+t 1 |+s| 1 |=]| =
1 1 T3
= s§=1I
t—|—5:x2
]_—|—t:l'3
= Ty —rytaz=1

JederPunkt z € IR?, der dieser Gleichung genugt gehort ebenfalls zu Menge Es. Wirnennen
diese Darstellungsform einer Ebene Koordinatendarstellung.

Definition 1.24 (Koordinatendarstellung einer Ebene). Seien o, 5,7 € R, dann ist durch
E = {.IE]RJ | am1+ﬁx2+7x3+520}
eine Koordinatendarstellung der Ebene E inIR? gegeben.
Im IR? kénnen wir Ebenen in Koordinatendarstellung angeben, Geraden nicht.
Im IR? kénnen wir Geraden in Koordinatendarstellung beschreiben.

Um zu Uberprufen, ob ein Punkt P = (p1, p2, p3) in einer Ebene enthalten ist, missen wir
nachrechnen, ob es Zahlen ¢, und s gibt, so dass

P=a+tv+sw

gilt.

Beispiel 24 Es seien die Punkte P = (1,1,1) und @ = (0, 1, 1), sowie die Ebene

1 0 0
E O+t 1 |+s| 0
0 0 1

gegeben. Wir wollen prifen ob P € E, bzw () € FE qilt.
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P:
1 1 0 0
1 = 0 |+t 1 + s 0
1 0 0 1
& 1=1
1=t
1=2 v
= Peklk
Q:
0 1 0 0
1 = 0 +t 1 +s 0
1 0 0 1
=N 0=1 e
= Q¢E

Das Kreuzprodukt n = u X v der Richtungen u und v, die eine Ebene E aufspannen ist ein
Vektor, der orthogonal zur Ebene ist. Wenn wir alle Punkte der Ebene mit diesem Normalen-
vektor multiplizieren erhalten wir das Foglende.

<z,n>=<a,n>+t<v,n>+s<u,n>

=0 =0

Das ist also dquivalent zu
<z,n>=<a,n> .

Wir halten das fest:

Von Parameter- zu Koordinatendarstellung einer Ebene im Raum:
Eine Ebene in Parameterdarstellung

E={zeR’|z=a+tv+su,tscR}
148t sich in Koordinatendarstellung schreiben als
E={recR|z-ii—a-n=0}.

Dabeiistn = u x v.
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1.4 Der Raum unserer Anschauung (3d)

Beispiel 25

Wir betrachten die Ebene aus Beispiel 24

0 0 1
n = 1 x| 0 ]=1|0
0 1 0

<z,n>-—<an>=x—1=0
Die Ebene E' in Koordinatendarstellung lautet demnach
E: T, = 1,

das hei$t das alle Punkte P mit p; = 1 zur Ebene gehdren. Machen Sie sich eine Skizze der
Ebene.

Ist nun eine Koordinatendarstellung einer Ebene gegeben, so gilt doch

Oél’1+5$2+’)/l’3:—5 a;«é()
)
= xl—i‘ﬁl’z—i‘ll'g:——
« o (%
)
= .l’lz—él'g—ll'g——
(% (6% (67
)
(6% (6% [0
T t
T3 = S
0\ (R[5 (-
= To = 0 +t 1 + s 0
T3 0 0 1

Achtung: Was wenn o = 0 ist? Uberlegen Sie sich diese Situation mall.

Von Koordinaten- zu Parameterdarstellung einer Ebene im Raum: Zur Koordinatendarstel-
lung der Ebene

&$1+61‘2+’}/I3+5:0

lautet die Parameterdarstellung

) B ol
T “a “a Ta

reIR? Ty | = 0 |+t 1 +s 0 . s, teR
ZT3 0 0 1
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Die Darstellungen von Geraden und Ebenen sind nicht eindeutig.

Normele an eine Ebene: Ist
E={zeR’|z=a+tv+su,tscR}

SO ist ein Einheitsnormalenvektor gegeben durch

u X v
n—=-———.
[[u vl

Ist die Ebene hingegen in Koordinatendarstellung
E={zcR’|ax +Br+v23+5=0, a, 3,7, € R}

gegeben so gilt
1

2 2 2
~ Va4 B2+

Abstand eines Punktes zur Ebene: Es sei £ C IR? gegeben und ein Punkt a € E. Ferner
sei n der Einheitsnormalenvektor an E. Dann ist der Abstand des Punktes P € IR® zu E
gegeben durch

dist(P,E)=|< P —a,n>|.

Lediglich in der Berechnung von n unterscheidet sich die Formel je nachdem, ob die Ebene
in Parameter- oder Koordinatendarstellung gegeben ist.

Der Abstand einer Ebene zum Ursprung ist nicht |§]. Mathematisch formuliert:
Far
E={reR’|ax, + Bxy+yz3+0 =0}

gilt
dist(0, E) # |6] .

Finden Sie es nicht erstaunlich, dass der Wert des Abstands ganz unbeeinflu$t davon ist,
wie a € E gewdhlt wird? Wenn man sich die Formel einmal anschaut ist das ja auf den
ersten Blick nicht wirklich einzusehen. Aber auf den zweiten Blick, da schon. Die folgende
Seitenansicht der Situation sollte diese Frage kldren:
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1.4 Der Raum unserer Anschauung (3d)

d=|P—alscos ¢y =< P —ay,n >
d=|P —as|ycos gy =< P —ag,n >
mit

T~
n n|o,

Infls =1

E

a; daz

Wir kbnnen die Formel zur Berechnung des Abstands von Punkt zur Ebene auch verwenden,
wenn wir prufen wollen, ob eine Ebene einen bestimmten Punkt enthdlt, denn dann - und
nur dann - ist der Abstand ja gerade Null:

PeE & dist(P,E)=0

Sind zwei Punkte P, () € IR? gegeben so verraten uns die Vorzeichen der Skalarprodukte
< P—a,n >und < Q — a,n >, ob die beiden Punkte bezlglich £ auf der gleichen
Seite liegen oder die Ebene zwischen den Punkten liegt. An dieser Stelle solite man nurlich
definieren, was es eigentlich heist auf der gleichen Seite beztglich E. Sagen wir so:

PQNE =1 P, @ liegen auf ein und derselben Seite von £
PQNE# E liegt zwischen P und )

Wir kbnnen damit folgendes festhalten:

<P—-—an><Q—an>>0 dann gilt PQNE=1
<P—-an><Q—a,n><0 dann gilt PONE#0

Schnitt einer Geraden mit einer Ebene in Koordinatendarstellung:
Es sei

E = {x €R3|Q$1+5I2+’7$3+5}
und
g={zeR’|z=a+tv}.
Dann ist der Schnittpunkt gegeben durch

<a,n>+04 ~
ng:{ a—wv falls <U,TL>7£0

falls <wv,n >=0

wobei i = (a, 3,6)T.
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Es darf dabei < v, > nicht Null sein. Wdare das der Fall so hiese das, dass der Richtungsvektor
der Geraden senkrecht zur Normalen an die Ebene ist, was wiederum bedeutet, dass die
Gerade selbst in der Ebene enthalten ist, woraus quasi die Nichtexistenz eines Schnittpunktes,
im Sinne von Punkt, folgt.

Ist die Ebene in Parameterform gegeben, etwa

E={reR|a+tv+su}
g={r e R®|b+rw}

so setze die beiden Darstellungen gleich a + tv + su = b + r w, beziehungsweise

V1 uUp —wq t bl —
Vg U —W2 S = b2 — Q2
V3 U3 —Ws r b3 — as

und I6se das LGS nach (¢, s, r) auf.

Winkel zwischen Gerade und Ebene:

g={reR?|z=a+tv}

E={zcR|z=b+rv +sv)}

Z(E, g) = arcsin ( S X 0,0 > )

v X val2[|v]]2

Schnitte von Ebenen, ganz gleich, ob sie in Parameter- oder Koordinatendarstellung gege-
ben sind l1&uft immer auf ein LGS hinaus, welches aufgelédst werden wiill.

Definition 1.25 (Spurgerade einer Ebene). Unter den Spurgeraden einer Ebene E wver-
stehen wir die Schnittgeraden von E mit den Grundebenen:

Eij =te;t+se;, e = (51k)l:1,...,3

Winkel zwischen Ebenen: Der Winkel zwischen zwei Ebenen E; und Es ist gegeben durch
den Winkel zwischen den beiden Normalenvektoren 11 und 1, an die Ebenen:

4(E1; EQ) = 4(ﬁ1,ﬁ2)

eindeutig sind erhalten wir als Winkel zwischen den Ebenen nicht zwingend

Da die Normalenvektoren an eine Ebene im Raum nur modulo Vorzeichen
A&i den inneren Winkel.
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Losen wvon linearen Glei-
chungssystemen 2
Wir behandeln:

Matrix und Matrizenoperationen

Aufstellen und Aufldsen eines LGS mit GausB
Berechnung der Determinante

Berechnung der Inversen einer Matrix (2 Varianten)
Aufldsen eines LGS mit der Cramerschen Regel

Eine lineare Gleichung ist ein Ausdruck der Form
4xr=28,

bei der eine Unbekannte x von besonderem Interesse ist. Um dieses x zu bestimmen muss
eben die Gleichung nach ihm aufgeldst werden. Wir erhalten dann x = 2. Wir sagen Glei-
chung, weil der Ausdruck eine Gleichheit, gekennzeichnet durch das Symbol =, benennt.
Andernfalls hieBe es lineare Ungleichung, gekennzeichnet durch ein Symbol <, >, < oder
>, und wir schrieben etwa

4 <8.

In diesem Fall gdibe es nicht nur einen Wert far x, der die Ungleichung erfullt sondern eine
ganze Menge davon, nédmlich alle x mit < 2. Linear nennen wir sowohl Gleichungen also
auch Ungleichungen, wenn die gesuchte GroBe, hier x, als linearer Ausdruck auftritt. Eine
quadratische Gleichung ist etwa durch

4r* =8
gegeben, mit den beiden Loésungen {—\/5, \/5} Es kann auch sein, dass eine Un-/Gleichung
keine L6sung hat, wie es bei der nichtlinearen Ungleichung
4 cos(z) > 8

der Fall ist. Es muUsste cosx > 2 erflllt sein, aber der Kosinus liefert nur Zahlen zwischen —1
und 1! Es gibt also im letzteren Fall keine Lé&sung. Das ist halt wie im Leben. Manchmal bleibt
s0'n Problem einfach ungeldst in der Welt.

Wir wollen noch einen Schritt weiter gehen und uns mit Systemen von linearen Gleichungen
also linearen Gleichungssystemen, kurz LGS, befassen. Grunds&tzlich spricht man von einer
Zusammenfassung mehrerer linearer Gleichungen, was so aussehen kdnnte:

4x =28

2y =10



2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Diese Sorte von LGS sind naturlich nicht sooo interessant, da man sie zeilenweise betrachten
kann, indem man jeweils eine lineare Gleichung 16st. Wir erhalten dannx = 2undy = 5. Klar.
Viel interessanter sind sogenannte gekoppelte Gleichungssysteme, bei denen verschiedene
Gleichungen voneinander abh&ngen. Etwa so:

dr4+y=38
2y —x =10

Wir kbnnen die erste Gleichung nach x auflésen, erhalten dann aber eine Losung, die von y
abhdngt. Fur die zweite Gleichung erhalten wir das gleiche Problem. Ich will gleich die Katze
aus dem Sack lassen und Sie nicht weiter auf die Folter spannen: Fur letzteres LGS lautet
die Lésung = = 2 und y = 2. Wir kdnnen uns einfach durch Einsetzen davon Uberzeugen,
aber wie kommt man darauf? Wie entsteht Gberhaupt so ein LGS? Wie formuliere ich mein
Problem gut strukturiert, damit es leichter zu behandeln ist? Das sind Fragen, die uns in diesem
Kapitel beschdaftigen werden.

Beispiel 26

Geviert

Wirlassen uns von einem kleinen Beispiel begleiten: Bei einem Geviert aus EinbahnstraBen sind
die Verkehrsdichten fUr die zu- und abflieBenden Strébme bekannt. Fur die Verkehrsdichten
x1 bis x4 1&sst sich die Situation in einem LGS zusammenfassen.

Bei Kreuzung A kommt eine Verkehrsdichte

130 1")0 von 200 + 400 = 600 zusammen, die sich
L 1 \J J auf die EinbahnstraBen x; und x4 verteilen.,
<+200— D <= X3 C <+100— Wie im Detail wissen wir nicht. Wir wissen nur
[ 14 ( ] 2z, + z4 = 600. Damit haben wir die erste
Gleichung des Systems. Sukzessiv fahren wir
X4 % fort und erhalten insgesamt das LGS

|  / ] A r1 + x4 = 600

—200+> A X > B —300» B : x1 + x5 = 500

pos 2é° C: @yt as=200

! D : w3 + x4 = 300.

Das Aufstellen des LGS, also die mathematische Beschreibung einer gegebenen Situation,
ist der erste Schritt. Der dritte Schritt, ich greife voraus, besteht darin, das System nach den
Unbekannten aufzulbsen und dazwischen werden wir das LGS ein wenig umformulieren, es
in die sogenannte Matrix-Vektor-Darstellung bringen, um die Handhabung zu vereinfachen.

2.1 Matrizen als solche

Definition 2.1 (Matrix ). Fine Matriz A ist eine strukturierte Anordnung von m - n
Zahlen aus IK gemdyfs
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2.1 Matrizen als solche

A:

Die Matriz hat m Zeilen und n Spalten. Wir schreiben anstatt A auch (Aij)KKm ,
1<j<n
oder kurz (A;j)i;. Ist m =n so heifst die Matriz quadratisch.

Gilt fiir alle Komponenten, dass a;; = aj; so heiffit A symmetrische Matrix.

Die Menge aller m x n-Matrizen oder auch (m,n)-Matrizen bezeichnen wir mit Il™*"
oder IK"™™ | wobei K € {R, C}.

Wir kdnnen eine m X n-Matrix auch als ein Zeilenvektor verstehen, dessen n Komponenten

wiederum aus Spaltenvektoren aus IR™ besteht; oder eben ein Spaltenvektor, dessen m
Komponenten aus Zeilenvektoren aus IR™ bestent,

A;; bezeichnet die i-te Zeile und j-te Spalte. Immer im Sinne

“Zeilen zuerst, Spalten spdater.”

Addition und skalare Mulfiplikation erfolgen wie bei Vektoren komponentenweise. Ebenfalls
wie bei den Vektoren erhalten wir:

Wir kédnnen ein v € IR™ auch als v € R oder v € IR™*! inferpretieren. Genauso sind im
Grunde genommen auch Punkte Matrizen.

Definition 2.2 (Gleichheit von Matrizen ). Zwei Matrizen A, B € IK™*" heiffen gleich,
wenn sie komponentenweise tbereinstimmen, das heifst

Definition 2.3 (Einheitsmatrix ). Mit E € R™" und

1 0 - --- 0
0 1
(Eij)ij = (5ij)ij -
1 0
0 0 1

bezeichnen wir die Einheitsmatrix.

Definition 2.4 (Diagonalmatrix ). Die Elemente A einer quadratischen Matriz A €
IK"*" heiffen Hauptdiagonale und A;;+1, bzw A;11, heiffen Nebendiagonale. Sind alle
nicht Hauptdiagonalemente gleich Null so sprechen wir von einer Diagonalmatrix.
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Definition 2.5 (obere/untere Dreicksmatrix ). Eine Matriz A € IK™*™ mit
Ay =0 far i>j

heifit obere Dreiecksmatrix. A heifit untere Dreiecksmatrix wenn,
Ai; =0 far i<y

gilt.

Beispiel 27

Verschiedene Matrizen

1 2 3 1 0 0 1 00

0 2 4 1 2 0 0 20

0 0 5 1 -1 9 0 0 5
obere Dreieckmatrix untere Dreieckmatrix Diagonalmatrix

0 2 3 0 0 O 1 00

0 0 4 1 2 0 0 00

000 1 -1 9 0 0 5
obere Dreieckmatrix untere Dreieckmatrix Diagonalmatrix

Definition 2.6 (Matrixprodukt ). Es seien die Matrizen A € RY*M und B € RM*F
gegeben. Dann ist das Matrizorodukt A - B definiert durch

M
m=1 1<n<N, 1<I<L

Jede Komponente der Produktmatrix A - B ist Ergebnis eines Standardskalarprodukts von
Zeilen aus A mit Spalten aus B. Da Vektoren ja auch Matrizen sind kénnen wir folgelogisch
auch das Produkt mit Matrizen und Vektoren bilden.

Vorsicht ist darin geboten, dass die Dimensionen im Sinne der Definition 2.6 “pas-
sen”. Bei einem Matrixprodukt muss die Anzahl der Spalten der “linken” Matrix der
Anzahl der Zeilen der “rechten” Matrix entsprechen. Sonst passt es nicht,

A-B£B-A
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2.1 Matrizen als solche

1. Das Produkt von Diagonalmatrizen ist wiederum eine Diagonalmatrix.

2. Bei Diagonalmatrizen ist das Matrizenprodukt kommutativ.

Beispiel 28  Geviert

Das LGS des Gevierts aus Beispiel 26 in Matrix-Vektor Darstellung sieht dann so aus:

1001 o 600
1100 2, | | 500
0110 zs | | 200
0011 24 300

Definition 2.7 (Transponierte einer Matrix ). Die Transponierte einer Matrixz A ist die
Matrix
T
(A )ij = Aji,
deren Spalten, bzw. Zeilen gerade die Zeilen, bzw Spalten der Matriz A sind.

Satz 2.8. Seien A, B und C' Matrizen mit passenden Dimensionen. Dann gilt:
1. (AB)T = BT AT
2. A(BC) = (AB)C
3. A(B+C)=AB+ AC
4. (A+ B)C = AC + BC

Wir kbnnen nun ein LGS in Matrix-Vektor Form darstellen und stellen uns folgende Fragen, die
wir in den beiden ndchsten Unterkapiteln kidren wollen:

Essei A € IR™ ",y € IR™ gegeben und gesucht = € IR"™ mit
Ar =y.
1. Gibt es eine L&sung?
2. Wenn nein: Warum nicht?
3. Wenn ja:

(a) Warum?
(b) Wieviele?
(c) Wie sehen die aus?

(d) Wie kdbnnen wir sie berechnen?
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

2.2 Der GauB-Algorithmus

Der GauB-Algorithmus ist eine Methode, wie wir ein LGS nach seinen UNbekannten auflésen
kénnen. Dabei wird die Matrix des LGS auf obere/untere Dreicksgestalt gebracht und dann
der Lésungsvektor per rekursivem Einsetzen berechnet.

Das sogenannte Elimistionsverfahren bringt automatisiert eine beliebige Matrix auf Stufen-
form, das ist die Dreiecksgestalt. AnschlieBend ermittelt die Rekursion, die aus dem LGS, nun
dargestellt durch eine obere Dreiecksmatrix, die Losung.

Zundchst also das Eliminationsverfahren: Dazu starten wir mit der ersten Spalte. Die erste Zeile
ist dann die Bezugszeile.

Bezugszeile — ann G2 a3 aiN |
Q21 Q22 Q23 aoN | Y2
a31 az2 433 asny | Y3
an1 an2 QN3 QNN | YN

Wir teilen jede Zeile ¢ der erweiterten Matrix, das bedeutet, dass wir die rechte Seite y immer
mitbehandeln, durch das jeweilige Element der ersten Spalte a;; und erhalten

1
1
1

1

aiz ai3
ail ail
a2 az3
a1 a1
as2 ass
asi asi
an2 ans
anNi anN1

s

ail
Y2

asi
Y3

a3l

YN
aN1

Die Zeilen 2 bis N werden nun durch ihre jeweilige Differenz zur Bezugszeile ersetzt. An Stelle
der Bezugszeile setzen wir wieder das Original. Ist aber nicht wichtig. Wir haben nun alle
Elemente unterhalb von a1 eliminiert.

a1

0
0

0

Q12
a1z

ail
ai2

a1l

ai2
ail

a2
a21
as2
azi

an2
an1

a13

@13 _ G23
ail a1
a13 _ 433
ail a3l
a1z _ GN3
ail an1

Wir beschreiben das neue System kurz so:

Bezugszeile —
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0
0

Q12 A13
1 1
“
Qzg Qg3
1 1
alyy af)

1
Y1 Y2
al a2
Y1 Y3
ail asi
Y1 _ YN
ail an1



2.2 Der GauB-Algorithmus

Dann gehen wir zur zweiten Spalte Uber. Nun ist die zweite Zeile unsere Bezugszeile. Wir

dividieren alle Zeilen © = 2, ..., N durch ihr jeweiliges Element in der zweiten Spalte agz)

app Qi2 a3 - AN | Y1
1 1 1

0 1 ay ay | v

e 2D | LD

22 %2 22

agy s | v

0 1 o T M
32 32 32

1 1 1

o 1 % o |
1 1 1

aN; aN2 agvz

und ersetzen jede Zeile 1 = 3, ..., N durch die Differenz zur Bezugszeile. Die Bezugszeile
kébnnen wir wieder durch das Original ersetzen. Wir erhalten lauter Nullen unterhalb von a(l)

29
a11 Q12 A13 cc N n
(1) (1) (1) (1)
0 Q9o Aoz T a(zj)v " Yo
1 1 1 1 1 1
0O 0 % — ﬂsi e a%_N — %_J\)f % — Qﬁ
1 1 1 1 1 1
a22) afn ‘122) éz 5P éz
1 1 1 1 1 1
0 0 %o L. o4y |n) oy
1 1 1 1
Ao an2 A9 “Sv; aé; a%,%

Wieder schreiben wir fUr das neue System kurz

@11 Q12 i3 - aiN |U1
1 1 1 1
ol
0 0 As3 -+ Asn yé)
2 . 2 l 2

0 0k dfh

Dieses Verfahren flhren wir fort bis die Matrix in Stufenform gegeben ist. Ist der rang(A) = N
so hat das LGS nun folgende Gestalt (ohne den oberen Index):

all ... CEEEEY .. alN xl yl

0 a22 IR e a/2N :Uz y2
aN-1,N—1 QaN-1,N TN-1 Yn-1

0 N aNnN N YN

Jetzt die Rekursion: Die Losung x erhalten wir nun durch Ruckwdrtseinsetzen. Wir starten mit
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

der letzten Zeile

1
IN = —YN
aANN
1
IN-1= ——— (yN—1 - CLN—LNI‘N)
AN—-1,N—1
1
IN-—2= """ (nyz —ON-2 N-1TN-1 — aNfQ,NxN>
AN—2 N—2
N
1
Ty = _a Yk — E Akl T
kk I=k+1

Eins mussen wir noch beachten: Wir durfen nicht durch Null teilen. Ist das Diago-
nalelement a;; in der Bezugszeile ¢ gleich Null, so tauschen wir die Bezugszeile
gegen eine Zeile j > ¢ mit a;; # 0 aus. Diesen Prozess nennt man Pivotisierung.
Isteinaj; = 0,7 > ¢in einer der Ubrigen Zeilen, so Uberspringt man diese einfach,
da es ohnehin nichts mehr zu eliminieren gibt.
Gibt es die Mbglichkeit der Pivotisierung nicht, so ist das LGS nicht oder nicht eindeutig I6sbar.
Zu diesen Situationen kommen wir jetzt. Am besten veranschaulichen wir uns besondere
mogliche Félle an Hand von Beispielen.
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2.2 Der GauB-Algorithmus

/* elimination */
for k=1,N
if A[k][k] = 0 do
Pivoting(A,y,k)

end if
for i=k+1,N
if [A[i] (k]| > O do
for j=k+1,N

ATi1 (3] = A[i] [j1/A04] [x]-A[k] [j1/A[k] [k];
y[i]l = y[il/A[i] [k]-y[k]/A[k] [k];
A[i] [k]=0.;
end for j
end if
end for i
end for k

/* RowSum liefert die Anzahl der Nullzeilen in der Matrix.

Der zuriickgegebene Wert ist negativ, wenn es keine Losung
gibt */

Rg = RowSum(A);

/* recursive insertion */
if Rg = N do
for i=N,1 do
sum=0. ;
for j=i+1,N do
sum += A[i] [j1*x[j];
end for j
x[i] = (y[i]-sum)/A[i] [i];
end for i
end if

Abbildung 1: Der Gaufalgorithmus
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Beispiel 29

Ty — 22 +223=20
2{L‘1+3[E2+3ZE3:5
201 +8x9+ 213 =2

1 -1 216 191 1 -1 216
2 3 3|5 = 5 —1|-7
9 g oo ) =202 \ v 5 _1|_5
m-1 (L1 -1 216

5 0 5 —1|-7

00 0]2

In der 3-ten Zeile steht jetzt 0 - 1 + 0 - z9 + 0 - x3 = 2, was natlrlich direkt auf einen
Wiederspruch fuhrt. Es gibt also kein x, welches auch nur die dritte Zeile erfullt, insbesondere
auch nicht das ganze LGS. Damit hat dieses LGS keine Lésung.

Tja.

Nehmen wir ein anderes Beispiel. Wie sieht’s denn nun mit unserem Stra$engeviert aus? Das
kdnnen wir ja auch mal durchrechnen:

Beispiel 30  Geviert | Wir kbnnen nun das LGS aus Beispiel 26 und 28 nach seinen Unbekannten aufldsen

und mit der L&sung dann folgenden Fragestellungen nachgehen:

() Ist eine Sperrung des StraBenstlcks AD ohne Drosselung des Zuflusses moglich?
(b) Welches ist die minimale Verkehrsdichte auf dem StraBenstuck AB?

(c) Welches ist die maximale Verkehrsdichte auf dem StraBenstlick CD?

To + w3 = 200 1 1 0 0]500 1 1.0 0| 500
1+ 1o =500 & 1 0 0 1600 R 01 0 —1]|-100
s + 24 = 300 0 1 1 0]200 00 1 11 300
1+ 4 = 600 0 0 1 11300 000 O 0

) 600 -1

s | T 300 Tl

Ty O 1

42



2.2 Der GauB-Algorithmus

Da es sich um EinbahnstraBen handelt mUssen alle Komponenten des Lésungsvektors nicht
negativ sein. Damit gilt

x4 € [100, 300]
x5 € [0,200]

T € [300, 500]
T3 € [O, 200]
(a) Eine Sperrung des StraBenstucks AD ist nicht mdglich.

(b) Die minimale Verkehrsdichte auf dem StraBenstlick AB ist 300.

(c) Die maximale Verkehrsdichte auf dem StraBensttick CD ist 200.

Definition 2.9 (Rang ). Sei A € IK™*". Die Anzahl der Pivotelemente in der Stufenform
der Matriz heist Rang der Matriz A und wird mit rang(A) bezeichnet.

Wir sagen auch ein LGS habe den Rang rang(A). Die rechte Seite des LGS spielt dabei aber
keine Rolle, auch wenn diese zum LGS an sich dazugehort.

Satz 2.10. Sei A € IK™*" mit rang(A) = r. Dann gilt
(a) r ist gleich der Anzahl der Zeilen, die nicht Nullzeilen sind.
(b) 0 <r <min{m,n}

(c) Die Stufenform hat n — r Spalten ohne Pivotelement.

| Vorgehen beim Losen eines LGS

1. System auf Stufenform bringen.
2. Rangbestimmen r = rang(A), A € IK™*"
3. Gibt es Nullzeilen?
jarr <m nein:r =m
Ist ein Element in {y,11, - - ., Ym } ungleich Null? r<n?
ja nein ja nein
* *
* *
0 I 0 B * x| K
o --- --- 0 0 0 -+ - 0 0 0 --- 0 % % | %
' Pl ox ' P : A
0 or e 00 0 - --- 01lo ( 0 --- 00 % | % ) 0 *x | X
L=20 DimIL =n —r DimIL=n—7r DimIL = 0
“Es gibt keine “Es gibt oo viele “Es gibt oo viele " Es gibt genau eine
Losung” L&ésungen” L&sungen” Losung”
4. Im Fall, dass es Lésungen gibt: Rekursives Aufldsen.
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

2.3 Berechnung der Inversen einer Matrix mit Gaul

Definition 2.11 (regulire & singlulire Matrix). Es sei A € R™". Ist rang(A) = n so
heifit A regulcr. Ist eine Matriz nicht requldr so heifit sie singuldr.

Durch das Anweden von elementaren Zeilenumformungen kann eine reguldre
Matrix nicht nur auf obere Dreiecksmatrix, sondern dartberhinaus bis auf Diago-
nalgestalt gebracht werden. Die Loésung eines LGS kann dann ohne Rekursion,
direkt aufgeldst werden.

Beispiel 31

2 1 (1
3 4 x9 )\ 3
2 11 2511 2 1|1 51_—1; 10 02 Iﬁf 10
3 413 0 53 0 5|3 1/5 01
Die L6sung kann nun direkt abgelesen werden und lautet:

I . 1 1

T o 3 5
Satz 2.12. Es sei A € R™" eine requlire Matriz und E die Einheitsmatriz in IR™*".
Dann gibt es ein A~ € R™" mit

ot =
N——

A-A'=FE und A ' A=E.

Definition 2.13 (inverse Matrix). Es sei A € R™" eine regulire Matriz und E die
FEinheitsmatriz in R™*". Dann heifit A=' € R™"™ mit A- A~' = E inverse Matrix von A.

Berechnung Uber Eliminationsverfahren: Gegeben sei die Matrix A € IR**? und gesucht die
Matrix B € R** mit A- B = E.

Erweiterte Matrix fUr alle n Systeme in Diagonalform bringen:
ayp v aip |1 0

ap1 "+ Qpp | 0 1

Wir Uberzeugen uns von Satz 2.12, indem wir die Situation flr eine 2 X 2-Matrix betrachten
(siehe Beispiel 32). Die Verallgemeinerung auf n X n-Matrizen ist dann analog.
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2.3 Berechnung der Inversen einer Matrix mit Gaul

Beispiel 32  Inverse berechnen ‘

(2 1)
SelA—<34>.

2 111 0 6<H/_3—>1/2) 2 111 0
3 4|0 1 0 5|-3 2
51_—1; 10 0] 8 =2

0 5|-3 2

/10 1 0] 0.8 —0.2
11/5 0 1 _06 04

4 -1
, -1 _ 1
Dannist A= = = ( 3 9 )

Ist A € IR™™" eine regulére Matrix, so kann man das LGS Az = y auch mit Hilfe
der Inversen A~! berechnen:

Ar =y & r=A"ly

Beispiel 33  dUnn besetzte Matrizen

Die Inverse der Matrix

1 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0

A= o -1 2 =1 0
0 o -1 2 -1

0 0 0 0 1

ist gegegen durch

4 0 0 00

1 33 2 11
Alt==-122 4 2 2
111233

00 0O0 4

Fallt Ihnen was auf? Wenn nicht schauen Sie sich zusdizlich das ndchste Beispiel an. Da wird
es deutlicher.

Beispiel 34  grode, dUnn besetzte Matrizen
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Die Tridigonalmatrix A € TR19*19

10 o0 o0 o0 o0 o0 0 0 O
-1 2 -1 0 O O O O 0 O
o -1 2 -1 0 0O O O 0 O
o 0 -1 2 -1 0 0 0 0 O
A o o0 o0 -1 2 -1 0 0 0 O
o o0 o o -1 2 -1 0 0 O
o o0 o o o0 -1 2 -1 0 0
o o0 o o o0 o0 -1 2 -1 0
o o o o o0 o0 0 -1 2 -1
o o0 o o o0 o0 o0 0 0 1

hat 3 - 8 + 2 = 26 Nicht-Nulleintr&ge. Wdhrend ihre Inverse

90 0 0 0O 0O 0O 0 00
8 8 7 6 5 4 3 2 11
77 14 12 10 8 6 4 2 2
6 6 12 18 15 12 9 6 3 3

1155 10 15 20 16 12 8 4 4

9|l 4 4 8 12 16 20 15 10 5 5
33 6 9 12 15 18 12 6 6
22 4 6 8 10 12 14 7 7
11 2 3 4 5 6 7 88
000 0 0 0 0O 0 009

mit 8-1042 = 82 Eintrégen “strotzt”. Wenn Sie sich einmal Matrizen aus einer Finite-Elemente
Simulation vorstellen, die aus IR 1290*10000 sing dann sprechen wir von ungefanr 30’000, bzw.
3 N —4 oder ungefahr 17000'000, bzw. N% —2 N +2 Matrizeintréigen, mit denen ja dann auch
was gerechnet wird..... Das ist zumindest bei FEM-Rechnungen der Grund, weshallbb man zur
L&sung von linearen Gleichungssystem in der Regel nicht die inverse Matrix verwendet.

FUr regulére Matrizen A und B gilt
(A-B)y'=B"1.- A",

denn

(A-ByY(A-B)=F
& (A-B)'A=B"
& (A-B)'=pB1tA™! v
Definition 2.14 (orthogonale Matrix ). Fine Matriz heifst Orthogonalmatrix oder auch

orthogonale Matrix, wenn sowohl thre Spalten— als auch ithre Zeilenvektoren orthonormal
(siehe Definition 1.13) sind.
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2.4 Die Determinante einer Matrix

\ Beispiel 35 \ Die Einheitsmatrix ist eine Orthogonalmatrix.

| Beispiel 36 |
cosp 0 —singp
P = 0 1 0
sing 0 cosep
ist Orthogonalmatrix.
Satz 2.15. Seien P und ) Orthogonalmatrizen. Dann gilt:
1. PT = p~!
2. ||Pzl||2 = ||x|]2 und < Pz, Py >=<z,y >.
3. P-Q ist orthogonal: (P-Q)' =QT -PT=Q - P 1=(P-Q)L.
2.4 Die Determinante einer Matrix
Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ist gerade das Kreuzprodukt der beiden Spaltenvektoren
al a
det(A) = | """ " = ay, X ag, = anjas — anan
21 Q22
und beschreibt damit + den Fl&cheninhalt des Parallelogramms, das von den Spaltenvek-
toren beschrieben wird.
Beispiel 37

21 2 1
det(3 8):‘3 8‘:2-8—3-1:13

Wenn wir uns einmal auf das Gedankenexperiment einlassen wollen, was in einer Raumdi-

mension weiter also in 3d das Analogon wdre, dann wlrde das bedeuten, dass man etwas

sucht, womit man das Volumen eines Spats berechnen kann. Dazu dient zun&chst das soge-

nannte

Definition 2.16 (Spatprodukt ). Seien u,v,w € R*, dann heift die Zahl, gegeben durch
< Uu,v,w >i=< u,v X W >

Spatprodukt der Vektoren u,v und w.
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Das Spatprodukt beschreibt £+ das Volumen des Spats, das durch u, v und w aufgespannt
wird. Nehmen wir einmal an, dass es sich bei den drei Vektoren um die Spalten einer Matrix
A € R* handelt:

a1 a12 a13
Qa1 ) Q22 X 23
a31 a32 ass3
a11 (22033 — (23032
= 21 ) a130a32 — A12033
a3 A120a23 — A130A22
— agy Q22 A23 — ag a2 a3 T ag a1z ais
az2 as3 a3z Aa33 Q22 Q23
Beispiel 38 Entwicklung nach der zweiten Spalte
1 2 3
3 0 1 3 1 3
det 3 =1 0 = -2 —1 — 1] .
A ‘04'“ >‘04‘ ‘30‘

= -2(3-4-0-0)—1(1-4-0-3)—=1(1-0-3-3)=—24—4+9=—19

Entwicklung nach der dritten Zeile

1 2 3
2 3 1 3 1 2

= —1(1-0—-3-3)+4(1-(=1)—3-2)=9—28 = —19

Alternative Berechnungsformel flr 3 x 3-Matrizen ist die sogenannte Regel von Sarrus oder
auch “Jdgerzaunregel” genannt: Wir erweitern die Matrix A um die erste und zweite Spalte:

11 Q12 a3z | a1 a2
21 Q22 A23 | 21 Q22
31 G322 az3z | a31 AaA32

det A = a11 agg assz + a1z ags a1 + a13 a1 As2 — A31 Ao G13 — A3z Q23 A1 — A33 A21 G12
Wir wenden das mal auf unser Beispiel an:
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2.4 Die Determinante einer Matrix

=1-(-1)-442-0-0+3-3-1—0-(=1)-3-1-0-1—4-3-2
— —440+9+3-0—24=—19

Definition 2.17 (Streichmatrix ). Ay, € KD%Y sei die Matriz, die entsteht, wenn
man in A die i—te Zeile und j—te Spalte wegldfst. Wir nennen diese Matriz Streichmatrix

zu A.
Beispiel 39
1 2
3 1 3
4 5 6
Entwicklung der Determinante von A nach der i-ten Zeile:
n
det A = Z CLZ'j(—]_)H_J det A{Z]}
j=1
Entwicklung der Determinante von A nach der j-ten Spalte:
n
det A = Z a;j(—1)"™* det Agp
i=1
Folgerung 2.18. Ist A eine obere (untere) Dreiecksmatriz, so gilt
n
det A = H Qg -
i=1
Man beachte, dass eine Diagonalematrix sowohl eine obere als auch eine untere Drei-
ecksmatrix ist. Insbesondere gilt
det E =1
Beispiel 40
apnl a2 a3 gy o3
det 0 agp a3 | =an 0 = a1 22 a33
ass

0 0 as3
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

Satz 2.19 (Eigenschaften der Determinante). Fiir die Determinante einer Matriz gilt:

1. Ist A" aus A durch Vertauschen zweier Zeilen entstanden, so gilt

det(A") = —det(A) .

2. Ist A" aus A durch Multiplikation einer Zeile von A mit k € K entstanden, so
qilt
det(A") = kdet(A).

Insbesondere gilt dann auch

det(k A) = k" det(A).

3. Ist A" durch Addition einer Zeile mit dem Vielfachen einer anderen Zeile ent-
standen so gilt
det(A") = det(A).

/.
det(AT) = det(A)
d.
det(AB) = det(A) det(B)
0.
det(A) #0 < rang(A)=n
Folgerung 2.20.
1
A7l =
det det A

Die Tatsache, dass det A7 = det A gilt, erlaubt es uns, alle Aussagen, Matrixzeilen betreffend,
auch Uber Matrixspalten zu treffen.

Mit Hilfe der Determinante lassen sich inverse Matrizen berechnen, sofern es eine gibt, ver-
steht sich.

2.5 Losen eines LGS mit der Cramerschen Regel

Definition 2.21 (komplementire Matrix ). Sei A € IK™*". A € IK"™"™ mit Koeffizienten
a;; = (—1)"" det A

heifst komplementdre Matrix zu A.
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2.5 Lésen eines LGS mit der Cramerschen Regel

komplementare (3 x 3)-Matrix:

~ + det A{ll} —det A{Ql} + det A{gl}
A= —det A{12} -+ det A{QQ} —det A{32}
+det A{lg} —det A{23} +det A{gg}

Beispiel 41
210
A=10 2 1
1 0 2
=
det A{H} =4 det A{lg} =-1 det A{13} = -2
det A{gl} =2 det A{22} =4 det A{23} =—1
det A{gl} =1 det A{gg} =2 det A{gg} =4
=
] 4 -2 1
A= 1 4 =2
-2 1 4

Satz 2.22. Ist A die zu A komplementdre Matrix, so gilt
AA=detAFE.

Ist A reguldr, so ist det A # 0 und es folgt

1 -
Al = A.
det A
Beispiel 42 Fortsetzung Beispiel 41
1 - 1 -2 1
detA=9 = A—lzd AA:§ 1 4 =2
et 2 1 4

Test:
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

1 210 4 -2 1 1 9 0 0
A.A*:§ 0 21 1 4 =2 =3 0 9 0 | =E;
1 0 2 -2 1 4 00 9
Das invertieren von Matrizen kdnnen wir genausogut mit Matrizen aus C™"*" bewerkstelligen.

Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 43

FUr die Matrix A € C**? berechnet sich die Determinante genauso wie fur Matrizen mit rein

reelwerfigen Komponenten:
241 —1
A= ( 4 1434 )

det A= (244 (1+3i)+4i=—-1+114

Die komplementdre Matrix lautet

~ 1+32 1
A= (L)
und daraus ergibt sich nun die inverse Matrix
A1 1 14314 1
—1+114 -4 2+
komponentenweise in kartesische Form gebracht sieht das hubsch so aus
[ 32—-147 11— L
- 44447 9—237 ) 122
und man kann es auch so schreiben
B L 32 11\ L 14 1
122\ 49 122 \ —44 23
Diese Variante der Berechnung einer inversen Matrix verwenden wir gewinnbringend zur
Lo&sung von LGS und erhalten umunwunden eine elegante Losungsformel, ndmlich die

=

Cramersche Regel zur Lésung von LGS mit regulérer Matrix A: sei A € IK™*" regulér und

(Aiy)y; = { ye  fir i=j
Dann gilt
Ar =
o det Aiy
i = ) = 4, ,
det A
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2.5 Lésen eines LGS mit der Cramerschen Regel

A,y beschreibt die Matrix, deren i-te Spalte durch den Vektor y ersetzt wurde:

11 - A1i-1 Y1 Q141 v Qip
aji -0 Gya-1 Y5 Gl o Gyn
Ap1 ** Api—1 Yn Gpit1 ~° Qnn

Beweis Cramersche Regel:

1 ,
T det A Z yr (—1)"**det Ay Det. entw. nach i-ter Spalte von  A;,
k

det A ©0 W
[
Beispiel 44
1 2 3 T 14
3 —]_ 2 ) = 7
4 2 0 T3 8
det A = 42
det A{ll} = —4 det A{12} = -8 det A{13} =10
det A{Zl} = —0 det A{QQ} = —12 det A{23} =—6
det A{gl} =7 det A{32} =7 det A{33} =7
=
1 —4 6 7
Al = D) 8 —12 7
10 6 =7
=
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2 Losen von linearen Gleichungssystemen

T 1 —4 6
| =— | 8 —12
s 2\ 10 6
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Vektorriume (n d) 3

Wir behandeln:

Was ist ein Vektorraum?

Mehr als Pfeilchen und Punkte

Basen und Erzeugendensysteme

Messen in Vektorrdumen

Vektorrumen aufspannen und Vektoren darstellen

3.1 Der Vektorraum als solcher

Definition 3.1 (Vektorraum (VR)) ). Sei V' # () eine nicht leere Menge, a,b € V, K ein
Korper und es gelte
a+beV AN AdaecV, lekK.

(V,IK, +,-) heifit Viektorraum, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind
Addition:

(V1) a+b="b+ a (Kommutativgesetz)
(V2) (a+b)+c=a+ (b+c) (Assoziativgesetz)
(V3) 30 € V : a+ 0= a (neutrales Element beziiglich der Addition)

(V) VYaeV I —aecV : (—a)+a=0 (additives Inverses)
Multiplikation:

(V5) 1-a = a (neutrales Element beziiglich der Multiplikation)

(V6) MNpa) = (Au)a (Assoziativgesetz)
Addition und Multiplikation:

(V7) Ma+b) = Xa+ \b (Distributivgesetz)

(V8) (A4 p) a = Xa+ pa (Distributivgesetz)

Elemente eines Vektorraums heiffen Vektoren. Wir schreiben kurz V' statt (V,IK, 4+, -).
Das neutrale Element beziiglich der Addition heifst Nullvektor.



3 Vektorrlume (nd)

Beispiel 45

Vektorrlume

(@ V =1R"istein VR.

(b) V = IP3, die Menge aller Polynome vom Grad < 3 der Form

p(z) = ag + a1z + ap 2* + az 2°

ist ein VR.

(c) Die Menge der m x n-Matrizen Uber dem Korper IK ist ein Vektorraum. Matrizen sind
also Vektoren des Vektorraums V' = IK"*",

Definition 3.2 (Unter(vektor)raum, (UVR) ). Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge
U C V heif$t Untervektorraum oder kurz Unterraum, falls U selbst wieder ein Vektorraum
15t.

Es genugt zu prufen, dass Va,b € U : a+ b € U und aa € U git. Alle anderen
Vektorraumeigenschaften Ubertragen sich automatisch von V' auf U.

Beispiel 46

Untervektorrdume ‘ EsseiV =1R"

(0 U ={0}

b U=V

© Furv e V\{0}istU={x eV |z=tv,tcR}ein UVR.

) U={zreV |2z +3z2+23 =0} C Vistein UVR.

©@ U={zxeV|2x;+3x2+ 23 #0} C Vistkein UVR.

() Lésungen von homogenen LGS sind immer UVRe .

(@ Loésungen von inhomogenen LGS sind nie UVRe , denn es fehlt die 0!

(h) Span (2%, 1,2%) C P, istein UVR.

Beispiel 47

noch mal Untervektorrdume \Alle Geraden und Ebenen, die durch den Ursprung verlaufen,

sind Vektorrume. Sie sind Teilmengen des IR?, womit sich alle Vektorraumaxiome (V1)-(V8)
Ubertragen. Es muss dann nur noch die Abgeschlossenheit UberprUft werden: Eine Ebene
etwa, die nicht durch den Usprung verl&uft ist kein Vektorraum.

1 1 0
E 2 1+t 0 |+s| 0
0 0 1
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3.2 Bassis und Dimension

Es gilt farw,v € F

1 1 0
w+v=2|2 |+t 0 ]|+s| 0| ¢EFE
0 0 1
und
1 1 0
aw=a | 2 |+t 0 |+s| 0 | ¢E
0 0 1
3.2 Basis und Dimension
Definition 3.3 (lineare Abhéngigkeit ). Die Vektoren wvy,...,v, € V  heiflen

linear abhdngig falls es Skalare \i,..., N\, € IK gibt, die nicht alle gleich Null sind

mit
Z )\l v = 0.
=1

Die Vektoren heiffen linear unabhdngig wenn sie nicht linear abhdingig sind.

Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir Skalare meistens mit griechischen Buchstaben; das
aber nicht zwingend.

DaXivi+---+ A v, =0far\; =--- =\, = 0immer erfullt ist, sucht man bei
der Frage nach linear Abhdngigkeit nach einem A; # 0.

Beispiel 48

linear un-/abhdangig

(a) Gegeben seien die Vektoren

1 2 -1 0
a=| 2 |,b=\|4|,c= 0 und d=| 2
3 6 4 7
Es sind
{a,b} linear abhd&ngig (o)

{a,c} linear unabhangig (u)
{a,c,d} paarweise (pw) linear unabhdngig zusammen aber linear abhdngig

(b) Essei V = IP3 mit den linear unabhdngigen Vektoren
px)=2>+2+1, pp(x)=2—1 und p3(z) =2° — 2> +2.
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3 Vektorrlume (nd)

Warum sind die jetzt lu? Darum:
Apr+Aepe+ Azp3 =0
Koeffizientenvergleich liefert

A32® 4+ (A = A3) 22+ A+ X))z + (A — A +2X3) =0

=%
IR N o 0 1Y [ .
1 1 0 /\2 =0 0 -1 0 )\2 =0 /\2 =0
1 —1 2 )\3 1 1 0 )\3 )\3

(c) Die Vektoren
pi(z) =20+1, po(a) =+ 27, p3(x) =2 +32+1
sind pw lu aber zusammen |a.

Satz 3.4. Eine Menge von Vektoren ist genau dann linear abhdngig, wenn sich einer
von thnen als Linearkombination der jeweils anderen darstellen ldsst.

Definition 3.5 (Erzeugendensystem & lineare Hiille ). Seien vy,...,v,, € V. Dann be-

zeichnet die Menge
U = Span (v1,...,0,) CV

die Menge aller Linearkombinationen aus vy bis v,,. Wir nennen U Spann oder auch

lineare Hulle. Die Vektoren vy, ..., v, heiffen Ezeugendensystem von U.
Definition 3.6 (Basis & Dimension ). Sei U = Span (vy,...,v,). Ist das Erzeugenden-
system vy, ..., v, minimal, das heifit es sind alle v; linear unabhdingig, so nennen wir
Vg, . - ., Uy eine Basis von U. Die Anzahl der Basisvektoren bestimmt die Dimension des
Raumes U. Wir schreiben
Dim(U) =n
Die Basisdarstellung eines Vektorraums ist nicht eindeutig.
Beispiel 49  Basen
1 1
IR? = Span ,
(o))
und
1 0
IR? = Span ,
(o))
Beispiel 50  lu/la und Basen
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3.2 Bassis und Dimension

(@) Essei V = IR? und

=) v e ()

V' = Span (vq, va,v3) ,

Frage: Gilt

d.h. kann jedes Element w € IR? aus Linearkombinationen der v; dargestellt werden?

A
wi\ (1 1 -1\ (11 -1
() =2 Q) el ()= (e )
3

Wir [6sen das LGS

Mo N | A Ny
1 1 —1]|w — 1 1 -1
1 2 0 |w 0 1 1 |wy

3
= EIOO)\GIR3:w:Z/\Z-p,-(:U), Vr € R
i=1
A1
In anderen Worten “es gibt unendlich viele A = Ay | . die linear kombiniert mit
Az
den Vektoren vy, v, v3, den Vektor w € V' darstellen.

(b) zu Beispiel 48, (b)
IP3 # Span (p1,p27p3)
Wir wollen uns davon Uberzeugen, dass die p; nicht genugen, um jedes kubische
Polynom g € IP3 aus ihnen zu erzeugen:

ZA pi(z) = q(x)

1=

& Al(x2+x+1)+)\2(:z;—1)+/\3(x3—x +2) =ag+ a1 x + ap 2
+a33:3
& \()\1—/\2+2)\3—a0)+\()\1+/\2—a1)1m
=0 =0
+ (M= A3 —ag) 22+ (N3 —az) 2° =0

——
=0 =0
1 -1 2 ao
- 1 1 0 il | a
1 0 -1 ; | a
0 0 1 3 as
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3 Vektorrlume (nd)

/\1 /\2 )\3 0 )\1 )\2 /\3 0
I -1 2]a 1 -1 2 ao
1 1 0 {az — 0 1 1 a; — az
1 0 -1 Q9 H 0 0 —4 a9 — Ay — a1
0 0 1 |as 0 0 1 as

A A A3 0

1T —1 2 ao

II1/4+1V
— 0 1 1 a]; — a9
0 0 0 i(ag—ag—al)—i—a;},
0 0 1 as

Dieses LGS hat nur dann eine Ldsung, wenn
ag=4az+ as — aq
erfullt ist, also kdbnnen nur kubische Polynome der Gestallt
q(r) =az2® +ay2® +ayx +4az+ay —ay
durch die p; dargestellt werden. Es fallen zum Beispiel alle konstanten Polynome
q(x) = ao

raus! Demnach gilt
Span (p1, p2,ps) S IP3

(©) Sei V = IP,. Die Vektoren
po(z) =1, pi(z) =2+1 und po(x) = (v + 1)
bilden eine Basis von V.

(i Die p; sind Iu.

3
Z Ai pz('I) =0
i=1

& MAX(@+1)+ A (x+1)2=0
= ()\14’)\24‘)\3)4‘()\24‘2)\3)1’4‘ A3 2 =0
~ ~— ~ —~ 4 ~~

=0 =0 =0
111 A1

& 01 2 A | =0
0 0 1 A3
At

<~ Ao =0
A3
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3.3 Darstellung Vektoren

Die Matrix in Gleichung (1) ist offensichtlich reguldr und damit hat das LGS eine
eindeutige Losung. Es kommt nur A = 0 in Frage, woraus wir schlieBen, dass die

p; linear unabhdngig sind.
(i) Die p; kdnnen linear kombiniert jedes ¢ € V' darstellen. Hierzu machen wir eine
ahnliche Rechnung wie in (i), nur dass wir nicht auf ein homogenes sondern

inhomogenes LGS stoBen:
3
> Aini(z) = q(x)
=1
S MFXFN)FMN+2X0) 2+ A3 22 =ag+ay 1+ ag 2P
N TV 7 N TV 7 v
=ag =a =a2
1 11 A1 Qg
01 2 )\2 = aq (2)
0 01 A3 a2

Das LGS in (2) ist eindeutig I6sbar und somit erhalten wir fur jedes beliebige g € IPo
eine Darstellung als Linearkombination der p;. Es gilt also insgesamt

Span (p1>p2>p3) = 1P

und
Dim (]Pg) =3.

3.3 Darstellung Vektoren
Satz 3.7. Sei vy,...,v, € V eine Basis und a € V. Dann gibt es genau n Skalare
A, i=1,...,n mit
a = Z )\kvk .
k=1

Das bedeutet, dass es zu jeder Basis genau eine Darstellung des Vektors gibt.

Beweis Satz 3.7:

n
a = E )\Z U;
i=1
ay v} vl v e vk i
= : =X\ : A : = : : :
an vy vy oy vy An
N -~ 7
=:A
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3 Vektorrlume (nd)

Es ist det(A) # 0, da die Spalten in der Matriz Basisvektoren und somit linear un-
abhdingig sind. Demzufolge ist das LGS eindeutig ldsbar. Bei gegebener Basis gibt es
also fiir jedes a € V' eindeutig bestimmte Koordinaten X\, was ja genau die Behauptung
war.

OJ

Definition 3.8 (Koordinaten & Koordinatenvektor ). Sei B = {vy,...,v,} eine Basis
von V und a € V mit der eindeutigen Darstellung

n
a = E )\kvk.
k=1

Die eindeutigen Skalare A1, ..., A\, heiffen Koordinaten des Vektors a beziiglich der Basis

B und
A

ap = e R"
An
heifst Koordinatenvektor von a beziiglich B.

Definition 3.9 (Kronecker Symbol ).
5y = { 1 fallst =)

0 sonst
heif$t Kronecker Symbol.

Definition 3.10 (kartesisches Koordinatensystem ). Ein kartesisches Koordinatensystem

wird erzeugt durch die Einheitsvektoren ey, ..., e, mit ¢; = (5i')1<j<n € R". Jeder
Vektor a eines kartesischen Koordinatensystems wird dargestellt als Linearkombination
der Einheitsvektoren e; und den zugehorigen Koordinaten a; (i =1,...,n):

n
a = E a;€;
=1

Der Vektor
a1

Qn,
beschreibt dann den zu a gehdrenden Koordinatenvektor.

Definition 3.11 (affines Koordinatensystem ). Fin affines Koordinatensystem ist eine Ver-
allgemeinerung des kartesischen Koordinatensystems auf ein System von linear un-
abhdingigen Basisvektoren by, ..., b,. Jeder Vektor a kann dargestellt werden als

a = zn: Bib;
i=1
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3.4 Vektoren messen

mit den affinen Koordinaten B;, (i =1,...,n). Der Vektor
b
Bn

beschreibt dann den zu a gehdrenden Koordinatenvektor.

Affine Koordinatensysteme und somit auch kartesische Koordinatensysteme sind geradlinig.
Weitere Koordinatensysteme, die nicht geradlinig sind sind zum Beispiel Polar- und Zylinder-
koordinaten, die wir im zweiten Semester noch behandeln werden. Ein sehr anschauliches
Beispiel fur nicht geradlinige Koordinatensysteme kennen wir Uber Kartenabbildungen des
Globus.

3.4 Vektoren messen

Definition 3.12 (Skalarprodukt ). Eine Abbildung s : V x V — R mit

(S1) s(aya; + ag ag, b) = ay s(ay, b) + as s(aq, b) (Bilinearitat)

(52) s(a,b) = s(b,a) (Kommutativitét)

(S3) s(a,a) > 0 (positiv definit)

(S3) s(a,a) =0 = a=0

heifit Skalarprodukt. (V,IK, +, -, s) kurz (V,s) heift Prahilbertraum. Prdhilbertraum ist
ein Uberbegriff. Wahit man IK € {IR, C} speziell so heifit (V, C,+, -, s) unitdrer VR und

(V.IR,+, -, s) Euklidischer VR.. Im speziellen Fall, dass V = R? ist so nennen wir den
Vektorraum Euklidische Ebene.

Folgerung 3.13. (S1) und (S2) liefern
s(a, B1b1 + Paba) = B1s(a,b1) + B2 s(a, ba) .

Aus (S1) folgt
a=0 = s(a,a)=0.

Beispiel 51

Standardskalarprodukt ‘ Im IR"™ heiBt das Skalarprodukt

s(a,b) =< a,b >:= Zaibi
i=1
Standardskalarprodukt.
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3 Vektorrlume (nd)

Definition 3.14 (Norm ). Eine Abbildung ||-||v : V — R heifit Norm, wenn fir beliebige
a,beV und A € K gilt:

(N1) llaly 20 A flaly =0 < a=0
(N2) [[Aallvy = A llallv

(N3) |la+0b|lv < ||lallv + ||b]|v (Dreieckungleichung)

(VXK +, || - Iv) oder kurz (V.|| - ||v) heifit normierter Raum
Wir sagen ein Vektor a habe die Lénge |lal|v (beziiglich der Norm || - ||v ).
Beispiel 52 |
(@)
lala = [> _a?
(9))
lall, = o> af
©
ol = max fa
Satz 3.15 (Euklidische Norm). Eine durch ein Skalarprodukt induzierte Abbildung gemdf
lalls :== V/s(a, a)
stellt eine Norm dar und heifit Euklidische Norm.
Beispiel 53  Betfrag als Euklidische Norm ‘ Die Euklidische Norm ||a|| := /< a,a > beschreibt den Be-

trag |a| des Vektors a, das heiBt die Entfernung des Punktes a vom Ursprung.

Um zu seigen, dass eine durch ein Skalarprodukt induzierte Abbildung gemdB ||-||s = /s(+, *)
tatsdchlich eine Norm darstellt ist folgender Satz hilfreich.

Satz 3.16 (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung ).
[s(z, )] < llzlls - llylls (3)
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3.4 Vektoren messen

Beweis 3.16:

FEs sei (V,s) ein Prdhilbertraum mit induzierter Norm || - ||y. Dann gilt Ve,y € V' \ {0}
und VA € K:

0< o= Ayl = sz — Ay, z = Ay)
= s(z,2) — 2 s(z,y) + A5y, y)

Wir wéhlen A = %, A ist ja beliebig, und dann erhalten wir

s(x,y) s(x,y)?
s(y,y s(@y)+ s(y,y)? sv.v)
s(z,y)?* | s(r,y)?

s(y,y)  s(y,y)

= s(z,x) — s(@,y)°

= slz.7) s(y,y)

= s(x,x) — 2 )
)2

= s(z,x) —2

Da s(y,y) > 0 ist dieser Ausdruck dquivalent zu
s(z,y)” < |l llyl¥

O
Beweis 3.15:

Es sei (V,s) ein Prahilbertraumund die Abbildung || - ||s : V' — IR definiert durch
|- 1ls = /s(-,-). Zu zeigen ist, dass fir die Abbildung || - ||s die Normaziome (N1) bid
(N3) aus Definition 3.14 erfillt sind.

(N1) [lavlls = laf [[o]s:
lav|s = vs(lav,av) =/ a?s(v,v) = |a|v/s(v,v) = |a] ||v]|s

(N2) ||v]|s >=0 und ||v||s =0 < v =0 folgt direkt aus der positiv Definitheit des
Skalarprodukts (siehe (S3) und (S4) in Def. 3.12).

(N3) [lv +wlls < lloll, + [[w]s:
o+ wl2 = s(v + w0+ w) < s(v,0) +2[s(v,w)] + s(w, w)

Satz 3.16

< ol + 2lvllsllwlls + lwlls = (lolls + lwlls)?
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3 Vektorrlume (nd)

O

Da jedes Skalarprodukt eine Euklidische Norm induziert, ist jeder Préhiloertraum
automatisch auch ein normierter Raum. Man kann aber nicht zu jeder Norm ein
“passendes” Skalarprodukt finden, so dass nicht jeder normierte Raum auch ein
Pré&hiloertraum ist,

Im Kapitel 1.3 haben wir in Definition 1.12 den Winkel Uber das Standardskalaprodukt und
die Euklidische Norm, ndmlich den Betrag definiert. Im allgemeinen Kontext erweitern wir
den Winkelbegriff auf beliebige Skalarprodukte und den zugehdérigen induzierten Normen
gemdan

Definition 3.17 (Winkel ). Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren a wund b im
Prdahilbertraum (V, s) ist definiert durch

s(a, b)

lalls[llls

Dabei bezeichnet || - ||s die durch das Skalarprodukt s(-,-) : V x V. — K induzierte
Euklidische Norm.

CoS =

Aus diesem verallgemeinerten Winkelbegriff ergeben sich naturlicherweise alle vom Winkel
abhdngigen Begriffe wie Orthogonalitét, Normiertheit, etc in einer verallgemeinerten Noto-
tion. Alles was mit Lange und Winkel zu tun hat hédngt nun von der Wahl des Skalarprodukts
ab.

Definition 3.18 (orthogonale und parallele Vektoren). Zwei Vektoren a,b € V' heiflen
orthogonal oder senkrecht (beziiglich des Skalarprodukts s(-,-)) wenn

s(a,b) =0

gilt. Sie heiffen parallel wenn
|s(a, b)] = l[all[|b]ls
qgilt.

Beispiel 54

Bezlglich dem Skalarprodukt (prifen Sie das!)

s(p.g) = / ple)g() da

sind die Vektoren
p(z) =cosx und g(x)=sinz

orthogonal, denn es gilt

™

s(p,g) = /cosx sinz dr =0.
0
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3.4 Vektoren messen

Definition 3.19 (Normalvektor ). Sei a € V. Dann heifit at € V Normalvektor zu a,
wenn

s(a,a™) =0
erfillt ist.

Es ist also sin - = cos . Wichtig ist, dass die Orthogonalitét sich auf das speziell gewdhlte

Skalarprodukt, hier aus Beispiel 54, bezieht und bei der Wahl des Skalaprodukts Uber ein
Integral auch der Integrationsbereich relevant ist, denn es gilt etwa

cosx sinx dx # 0!

o\
(ME]

BezUglich dieses Skalarprodukts, mit anderen Integrationsgranzen, sind die Vektoren nicht
orthogonal.

Definition 3.20 (normierter Vektor ). a € (V)| - ||v/) mit
lally =1
heifit normiert beztglich || - ||y oder kurz normiert.
Jeder Vektora € (V.|| - ||v) kann gemdB

- a -
a4 =-—- = l|ally =1
lallv

normiert werden.

Beispiel 55

Essei V = (IR?, || - ||oo) €in normierter Raum und

0= (—24) .

-1
lalle =4 und G= 2 :(1).
HaHoo 5

a ist bezliglich || - ||« €in normierter Vektor, nicht aber beztiglich || - [|2. denn ||ally = v/5 # 1.

Dann ist

Definition 3.21 (Orthogonal- und Orthonormalbasis ). Sez V s) ein Préahilbertraum mit
Skalarprodukt s(-,-) und Euklidischer Norm || - ||s :== \/s(-,-). Eine Basis by, ... b, von
V' heifst Orthogonalbasis, falls gilt:

Vbi,bji#j ¢ s(b,bj) =0
Die Basis heiffit Orthonormalbasis falls gilt:

Vb, bji#j ¢ s(bi,b;) =0y
Insbesondere gilt fiir Orthonormalbasen, dass

b, =1 1<i<n.
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3 Vektorrlume (nd)

Definition 3.22 (orthogonales Komplement ). Sei (V,s) ein Prahilbertraumund U C V
ein UVR von V. Das orthogonale Komplement von U in V' st eine Teilmenge W C V
mat

wlU, YweW.

Ein Vektor w ist orthogonal zum einem Vektorraum bedeutet, dass w zu jedem beliebigen
Element in V' orthogonal ist.

Die Basen eines UVR und die seines orthogonalen Komplements sind immer paar-
weise linear unabhdngig.

Definition 3.23 (orthogonale Projektion ). Sei V' ein VR und U ein UVRwvon V. Eine
Abbildung P : V — U heif§t orthogonale Projektion auf U, falls

Pw)eU und  v—Pv) LU

fir alle v e V.

Dieser Satz ist nun in der Tat ein wenig abstrakt und wir wollen ihn direkt ein wenig entmy-
stifizieren. Satfz 3.24 zeigt uns zun&chst wie so eine oprthogonale Projektion P(v) Uberhaupt
aussieht, unter der Voraussetzung, dass der UVR eine Orthogonalbasis besitzt. AnschlieBend
Uberzeugen wir uns, mit Hilfe des sogenannten Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsver-
fahren in Satz 3.25 davon, dass fur jeden VR . so auch fur jeden UVR , stets eine Ortho<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>