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Aufgabe 1:

Loésen Sie die folgenden Gleichungen in C:

(a) 22 =-20 (b) (z+3)* = —64
(c) 2 +62+25=0 (d) 2 =5+12i
() 2Z2+(2—4i)z—11+2i=0 (f) B2+ 24+2=0
(9) 42+ 2+5=0 (h) 2= (2—i)2*—2i2" =0
(1) i2° =22 +iz—1=0

Aufgabe 2:

FUr welche z € C gilt:

a) (142i)z=(5—1d)z+ 7+ 261

(z+50)(4+2i) — (24 2)(4+2i) = 24+ 2i
(142i)z+2—3i
(5+i)z+27—200

S
~— =

o

o~~~ o~ o~ o~

d) (144 z+(5—3i)zZ=20+20¢

e) (24 1)Re(iz) — (3—24)Im(z) = 1+ 3i

f) 222+ 62+11=0
Aufgabe 3:

Berechnen Sie folgende Logarithmen von komplexen Zahlen:

o) In(2 + 5i) ©) In(—2 —mi).

d) Giltln(w-z) = In(w)+1n(z) fur beliebige
b) In(—47) wund zin C?
Aufgabe 4:

Berechnen Sie die kartesische Form folgender Ausdricke:

a) (1+4)H o) (—3i)~™
b) (—2)3 d) Loésen Sie die Gleichung 2% = —i.
Aufgabe 5:



Uberlegen Sie sich irgend einen komplizierten mathematischen Ausdruck mit komplexen
Zahlen und versuchen Sie ihn auszurechnen. Da Sie alle Rechenregeln der komplexen Zahlen
kennen, sollten Sie in der Lage sein, das Resultat in kartesischer Form anzugeben. Wenn
lIhnen gerade die Kreativitdt fehlt, sich selbst etwas auszudenken, seien hier folgende vier
Vorschldge gemacht:

a) V1 =? Das Wurzelzeichen zu verwenden, ist hier etwas fragwurdig, da man es eigentlich
nur fUr positive reelle Zahlen verwenden solite. Man soll hier darunter die 1/i-te Potenz
von 1 (also 1 hoch 1/4) verstehen.

b) sin(7)
SEON

d) Arcosh (1 + i) =? Bei der Funktion “Arcosh” handelt es sich um den Area Cosinus
Hyperbolicus, das heiBt um die Umkehrfunktion des Cosinus Hyperbolicus (schwierig).
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Lésung 1:
(@
w = —20 lw| =20 Arg(w) =7
= w = 20ei(7r+2ﬂ'k)
= 2 = 21/5 el (517H) k=0,1
=
20:2\/5(cosg+ising) =2v5i
3 3
21 :2\/5((:08;4—2' sin%) = 25
(®)
w=—64 = —2° lw| = 2° Arg(w) ==
- w = 926 eiT+2Tk)
- 5, = 2% ei(5+7E) k=01
= % =8i 5 = —8i
= zo=—3+ 81 271 =—-3—81
©
—-6+t+v—64 —6+£87
o1 = - L= 348
' 2 2
(@
) 12
w=>5+121¢ |w| =13 Arg(w) = atan2 (?) =
= w = 13¢'%
= 2 =13 (517F) k=01
= 2 =V13c¢% =13 (cosg +i sing) — 3442
= = \/1Sei<%+”) =13 (cos (g +7r) + 7 sin (g +7T>) =-3—-12
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Mit der Mitternachtsformel qilt:

o1 = % <4i—2i JE 1) —4(2i— 11))
dabei ist
(2 —41i)> = —12 — 161
und
(2—44)* —4(2i—11) =4 (8 — 64)
also zusammen
201 =2i—14++/8—61.

Die Wurzel separat:

w=8—-6i = |w| =10, Arg(w)= arctan (T) =:p
= w=10¢e""?
fon = V10 (578 k=01
also

Zo = \/ﬁ(COS%Jrz’ Sin%) =3—1

= \/E(COS <§+7r> + ¢ sin <g+7r>> =—-3+1.
Und damit ergibt sich insgesamt

zp =241 und

721 =—44+31.
2% + 222 + 2 + 2 = 0. Man erkennt als Nullstelle z.B. z = 7, denn

P20 +i+2=—-i—24+i+2=0.

Dain Polynomen mit reellen Koeffizienten die Nullstellen immer in komplex konjugierten
Paaren auftreten, muss dann auch z = —i eine Lbsung sein. Wir divideren also das
Polnom durch (z — i)(z +7) = 22 + 1. Wir bekommen

(2 +2%4+2+2): (P +1)=z+2.
Die 3. Nullstelle ist z = —2 somit ist das Polynom in Linearfaktoren zerlegt:

P22+ +2=(2+2)(z+i)(z—1). (1)
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Sehr leicht erkennt man z = —1 als reelle Nullstelle von
42° +2+5=0.
Wir divideren also durch z 4 1 und bekommen
(42° +2+5): (2 +1) =42> — 4z +5.
Wir landen also bei einer quadratischen Gleichung mit den Lésungen

4+16-4-20 4+£/64 4+8 1

z = — 4.
8 8 8 2
Es gilt also:
3 1 . 1
42 +z+5=4(z+1) 25 Z—§+l :
Zuerst klammern wir einen Faktor z? aus. Das Polynom hat also eine doppelte Nullstelle

z=0
2= (2-0)2 =202 =22(* - (2—1i)z —2i = 0.

Der Rest ist eine quadratische Gleichung mit komplexen Koeffizienten. Die
Auflésungsformel ergibt:

22—t ((2-0)2+80)
B 2 B 2 B 2

2—i+(4—4i—148)"" 2—i+(3+4i)?
z = .

Um den letzten Term vereinfachen zu k&nnen, mussen wir also zuerst noch die Glei-
chung
w? =34+4i

I6sen. Wir erhalten zwei reelle Gleichungen fUr w = a + 1b:

a’ +b* = |3+ 4i| =5,
a® —b® =Re(3+4i) =3

mit den Losungen a = +£2 und b = +1. Esist also
+ (34 4i)* = £(2+1).

Wenn wir dies einsefzen bekommen wir fUr die zwei restlichen Nullstellen

2 i+ (3+40)Y 2—i+(2+1) {2
z = = =

2 B 2 —i
Damit faktorisiert das Polynom in die folgenden Faktoren

2= (2—-14)2% —2i2* = 22(2 — 2)(2 +1).
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@ z = 1 ist eine Nullstelle des Polynoms, denn
ii* — i+ —1=1+1-1-1=0.
Division durch z — ¢ ergibt:
(iz° =22 +iz— 1) : (2 — i) =i2> — 22 — i.
Die quadratische Gleichung ergibt mit der Mitternachtsformel

24+ (4 —4-i(—i)"?* 2-0
zZ= = = —1.
2 2

z = —isteine doppelte Nullstelle, denn wir halben eine Diskriminante gleich 0 erhalten.
Zerlegt in Linearfaktoren ist das Polynom also

i2° — 2 +iz—1=i(z—19)(z +1)%

Lésung 2:
(a) z=2-5i (b) 0
() z=—44+5i (d) z=—bi
1
(e) z=x+1, ze€R (f) zo71:§(3i7z’)
Lésung 3:
°))
In(2 + 57) =1In (|2 + 5i|) +iarg (2 + 57),
wobei
12+ 5i = V4 +25=+v29
. 2
arg (2 + 5i) = arccos (—) ~ 1.1903.
29
Somit gilt:
In (2 + 57) 11(29)—|— ( 2 ) 1.6836 + 1.1903:
n 1) ==In arccos | —— |t~ 1. . U
2 V29
o))

In(—4i) = In (46_%) =1In(4) —i—.
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c)
In(—2 —7i) =In(|-2 — 7i|) + targ (—2 — 7i)
wobei
|—2 — 7i| = V4 + 72,
—2
arg (—2 — mi) = —arccos | —— | =~ —2.1377.
g( ) ( T W2)
Somit gilt:
In(~2 i) = +1In (4 + 7%) — arccos (_—) i ~ 1.3149 — 2.1377i
2 N

d) Die linke Seite der Gleichung ist gemdaB der Definition des komplexen Logarithmus:

In(w) + In(z) = In(Jw|) + i arg(w) + In(|z]) + i arg(z) =

= In([w]) + In(|z]) + i (arg(w) + arg(2)) = In(jwz]) + i (arg(w) + arg(2))
Die rechte Seite ist dagegen
In (Jwz|) + i arg(wz).

Daran sieht man schon, dass die Gleichung nicht fur alle w, z in C stimmen kann. Der

Realteil stimmt zwar Uberein, aber nicht der Imagindarteil. Denn far zwei komplexe Zahlen

w und z ist im Allgemeinen

arg(wz) # (arg(w) + arg(z)),
da die rechte Seite nicht immer ins Intervall | — 7, 7] zu liegen kommt. Nehmen wir als
Gegenbeispiel w = —1 und z = 4. Dann ist
In(wz) = In(—i) = In(1) — ie = —i—,
2 2
aber
. . T .37
In(w) +In(z) = In(—1) + In(¢) = In(1) +ir + In(1) + iy =i

Daran sieht man, dass die Imagindrteile sich um ein Vielfaches von 27 unterscheiden.
Lésung 4:
a) Die Basis der Potenz ist mit Hilfe des komplexen Logarithmus umzuschreiben:

(1 + Z')l-i-i — 6(1+i) ln(l—i—i)'
Wir bendtigen also den Logarithmus

In(1+9) = In (V2) +i7 = 5 In(2) +i7.
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Dies eingesetzt, liefert:

(1 +0)MF = )0+ L) (3 m@+i%) _ ,3(In@)-F) 4

. 21n(2 21
(n@)-1) {COS (%) +isin (HT”)] ~ 0.2740 + 0.5837i

—~
N\ -
~— —~

N

=€

b) Wir schreiben die Potenz wieder um mit dem Logarithmus:

(_2)3—1' _ eln(—?)(3—i)

Y

wobei
In(—2) = In(2) + i7.

Damit
(—2)3F = MDE=) — (@+im)(E=) _ 3@ iGr-In() _
= 8¢ [cos (31 — In(2)) + isin (37 — In(2))] ~ —142.406 + 118.288:
©)
(=3i)5% = ¢~iln(=30)

wobei
T

In(—3i) = In(|—3i|) + ¢ arg(—3i) = In(3) — 52
Somit bekommt man

(=3i)™" = e P (@) =Fi) — = F—5iG) — o~ F [cos (=5 1n(3)) + isin (—51n(3))] =
51

=e 2 [cos (51n(3)) —isin (51n(3))] ~ 0.0002732 + 0.0002758i

d) Bei Gleichungen von der Form z~¢ = —i muss die Mehrdeutigkeit bericksichtigt werden.
Schreibt man die rechte Seite in die Exponentialdarstellung um ergibt sich:

Z—i — 6—%i+k~27ri k c 7
, .
Von dieser Gleichung nehmen wir nun auf beiden Seiten die i-te Potenz und bekommen:
o (e—gz‘+k~2m‘)i _ eg—mn, kEc7.

Die Gleichung hat also eine diskrete Folge von unendlich vielen reellen Zahlen als

L&sungen, namlich

_In _3m 5 o

jus o7
Z=...,€ 2, e 2 e2 e2 €2, ....

Nicht Uberzeugt? Dann Uberprifen Sie die Losung, indem Sie die Zahlen “hoch —:” neh-
men. Sie werden feststellen, dass jedesmal —: herauskommt. W&hrend also die Gleichung

2= —1
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unendlich viele Lbésungen hat, hat der Ausdruck
(=)' = (e73) =73 =¢%
einen eindeutigen Wert. Selbigen erhdlt man ebenso Uber den Logarithmus:

N o o s
(_Z)z — ezln( 1) :ez(O i) e U2 —e

ol

Es gibt also keinen Widerspruch oder so.

Lésung 5:

a) /e ist eigentlich nicht definiert. Wir meinen damit also den Ausdruck 1Y%, Intuitiv vermuten
wir, dass das 1 geben kdnnte, weil eine Potenz von 1 doch immer 1 geben sollte. Doch
ist es wirklich so?

1Vi=17"= (eln(l))ii = ¢~ — ¢is(—In(1)) = cos (— In(1)) + dsin (— In(1)) = 1.
Also ja, es ist tatséichlich so. 1 hoch z gibt immer 1, auch fur z € C.

b) Hier mUssen wir uns zuerst Uberlegen, wie wir die Sinusfunktion auf die gesamte komplexe
Ebene C erweitern kdnnen. Es gilt:

sin:C —C

ZQk-‘rl eiz _ e—iz

z —> sin(z) = Z(—l)k(% +1)! - 21

k=0

Wir benutzen die zweite Formel - die Eulersche Gleichung - fur den sin(7):

i2 —i2 -1 1 -1 ; 2

e’ —e e —e —1= 4+ 1e e —1
in(i) = = = d =  ~ 1.17521.
sin(i) 2i 2i 2 2 '

c) Wir stellen zuerst fest 1 /i = —i. Dann ist:

1
1\°¢ . G\ —i . .
(_}) _ (_Z-)fz _ (eln(fz)) _ elen(fz)
Wir berechnen den Logarithmus von —:
In(—i) = In(|—i|) + iarg(—i) = In(1) — i~ = —ig.

Dies kbnnen wir nun verwenden:

(1) D i) — 5 — o5 A 0.20788.
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d) Da der Arcosh die Umkehrfunktion von cosh ist, wollen wir die Gleichung

cosh(z) =1+1

|6sen. Daflr mussen wir die rechte Seite in Real- und Imagindrteil aufteilen. FUr 2 = x + 1y

gilt:
eF —e? eveW 4 e TeTW 1
cosh(z) = = S
(2) 2 2 2

+ e—LU T —X

Vergleichen wir Real- und Imagindrteil erhdlt man ein reelles Gleichungssystem fur & und

Y.

cosh(x) cos(y) =1,
1

sinh(z) sin(y)
Wir ersetzen in der 2. Gleichung sin durch cos:

sinh(x)y/1 — cos?(y) =1,

[e’” (cos(y) + isin(y)) + e~ (cos(y) — isin(y))}

=G cos(y) + 2’% sin(y) = cosh(x) cos(y) + i sinh(z) sin(y).

1
= 1—cos’(y) = ———,
) sinh?(z)
1 sinh?(z) — 1
2
=  COS =1- =
) sinh?(x) sinh?(z)
Dies setzen wir in die 1. Gleichung ein:
cosh(x) cos(y) =1,
= cosh®(x)cos?(y) = 1,

cosh?(z) (sinh?(z) — 1) -1
sinh?(x) 7
(1 + sinh®(x)) (sinh*(z) — 1) _
sinh? () 7

sinh*(z) — 1 B
sinh?(z) b

= sinh*(z) — sinh*(z) — 1 =0,

sinh?(z) = % (\/5—1— 1) :

Die 2. Lésung der quadratischen Gleichung ist nicht relevant, da sie zu imagindren

L&sungen fuhrt, Weiter erhalten wir:

sinh(z) = £4/ % (\/g—i— 1),

= 1z = Arsinh |+ \/5+1>

DN | —
/~

10

~ £1.06128.
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Nun mussen wir aber noch den Imagindrteil y berechnen:

2()_sinh2(x)—1_%(\/34—1)—1_\/3_1
cos™(y) = sinh®(z) 3 (Vo+1) Vit

Somit ist

V5—1
V541

cos(y) =+

V5 —1 0.9046
= y=arccos | X/ ——— | =
VE+1 2.2370
Damit haben wir vorléufig mal vier Lésungen
z1 = 1.06128 + 0.90467, 2o = —1.06128 + 0.9046¢,
z3 = 1.06128 + 2.2370z, z4 = —1.06128 + 2.2370:

gefunden. Es stellt sich heraus, dass nur z; eine richtige L6sung ist. Die anderen drei
Lésungen sind durch Quadrieren der Gleichungen dazugekommen. Wir erhalten also als
Schlussresultat

V-1

~ 1.06128--0.9046i.
VE+1

~+17 arccos

<\/5+1>

1
Arcosh(147) = Arsinh [ 3

11



