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Blatt 18: Bild, Kern und Bijektivitat von Abbildungen

Aufgabe 1:
Eine Abbildung f : V — W ist linear, wenn

O fz+py)=Aflz)+pfly)
faralle z,y € V, \p € K

f eine Matrix ist

Bild f C W ein Untervektorraum
von W ist.

U
U

Aufgabe 3:

Welche der folgenden Aussagen sind rich-
tig? Ist f € Hom(V, W), so gilt

O f(0)=0

O f(—z)=—f(z)furallex €V

O f(Av) = f(A) + f(v)
furalle A e IK,v € V.,

Aufgabe 5:
Unter dem Rang Rg f einer linearen Abbil-
dung f : V — W versteht man

[0 dimKern f
00 dimBild f
U dimW

Aufgabe 7:
Die Abbildung

R? - R?
(z,y) = (x+y,y — x)

ist durch die folgende Matrix gegeben
1 1 0 2
o (1 h) (A0
1 1
° (4)

MLAE 1& 2

Aufgabe 2:
Unfer dem Kern von f € Hom(V, W) ver-

steht man
0 {weW][f0)=uw}

O {f(v)|v=0}
O {veV]f(v)=0}

Aufgabe 4:
f € Hom(V, W) heiBt Isomorphismus, wenn

[] eseinelineare Abbildungg: W — V
gibtmit fog=Idy,go f=1Idy
L] V und W isomorph sind.

O (f(v1),..., f(v,)) far jedes n-
Tupel (vy, . .., v,) eine Basis von T ist.
Aufgabe 6:

Aufgabe 8:
Eine lineare Abbildung f : V — W ist ge-
nau dann injektiv, wenn

[0 f surektiv ist
0 dimKern f =0
0 Rgf=0
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Aufgabe 9:

Esseien V und W zwei dreidimensionale Vektorréiume mit Basen (vy, vg, v3) und (wy, wa, w3)
und es sei f € Hom(V, W) mit f(v;) = w;. Welche der folgenden Matrizen kénnte die zu f
gehodrige Matrix sein?

1 11 100 000
O A= 1 11 0O A=10 10 0 A=10 0 0
1 11 0 0 1 0 00
Aufgabe 10:

Essei f € Hom(V, W) ein Epimorphismus und dim V' = 5, dim W = 3. Dann ist

[0 dimKern f >3
O dim Kern f null, eins oder zwei; jeder dieser Falle kann vorkommen
[J dimKern f =2

Aufgabe 11:

Untersuchen Sie folgende Abbildungen auf Linearitdt:

@ ()= (7)) O gyt

Y r+y

Aufgabe 12:

Welches ist die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung

A: R> - R
x x
y |— | y+2z |7
z z
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Aufgabe 13:
Es sei
A: R —» R
2 01
z— | 2 0 1 x
0 2 2
eine lineare Abbildung.
(a) Was ist das Bild von .A? Machen Sie eine Skizze.
zZ
y y
X X

(b) Welche Dimension hat der Bildraum?

(c) Wie lautet dir Koordinatengleichung des Bildraumes?

Aufgabe 14:

Der Bildraum der Abbildung

ist eine Ebene.

(a) Welches ist das Erzeugendensystem des Bildraumes?
(b) Geben Sie eine Basis des Bildraumes an.

(c) Welches ist der Kern der Abbildung?

(d) Geben Sie den Bildraum als Koordinatengleichung an. (Soll ja eine Ebne im IR? sein!)



Aufgaben: Blatt 18: Bild, Kern und Bijekfivitat von Abbildungen MLAE 1& 2

Aufgabe 15:
Sei K = {ey, ey, e3} die kanonische Basis des IR und A € Hom(IR?, IR?) mit A(z) = Az.

(a) Bestimmen Sie die Matrix A der linearen Abbildung mit

Ale;) =e; +es, Ales) = —2e; —3ex+e3, Ales) = A(e) X e3.
(b) Auf welchen Vektor wird der Vektor v = (1,2, 3)T abgebildet?
(c) Bestimmen Sie den Unterraum Kern A.

(d) Was ist die Dimension des Bidlraums?

(e) Bestimmen Sie den Unterraum Bild A.

Aufgabe 16:
Gegeben sei A € Hom(IR?, IR*) mit

2 =3 =7
Alx)=Az, A= 1 4 2
-2 5 9

Der Bildraum ist zweidimensional. Uberprifen Sie dies und stellen Sie die entsprechende
Ebene in Koordinatenform auf.

Aufgabe 17:

Berechnen Sie die Matrix A der linearean Abbildung A(z) = A x, welcher folgender Abbil-
dungsvorschriften genugt:

Aufgabe 18:

Gegeben sei die lineare Abbildung

A(x) =

— =
o = O
>~ = =

Essei £ = {x € IR*| 25 — x; = 0}. Wie lautet die Koordinatengleichung der Menge

AE) ={A(z) e R |z € E}?
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Aufgabe 19:

Gesucht ist die Matrix A der linearen Abbildung A : R? — R?, A(x) = A, die als Bildraum
Bild A den Unterraum Span (() a, b, ¢) hat mit

-3 1 =7
a = 4 ,b=1 0] ,c= 12
2 3 12

Aufgabe 20:

Bestimmen Sie den Rang der Matrix

13 1 -2 -3
14 3 -1 -4
A= 2 3 -4 -7 =3
38 1 -7 -8

mit elementaren Spaltenumformungen.
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MLAE 1& 2

Lésung 1:

Eine Abbildung f : V — W ist linear, wenn

MO fw+py) =Af()+pnfy)
farallez,y € V, \p € K

[ f eine Matrix ist
[0 Bild f € W ein Untervektorraum
von W ist.

Lésung 3:
Welche der folgenden Aussagen sind rich-
tig? Ist f € Hom(V, W), so gilt

X f(0)=0

X f(—z)=—f(z)farallex € V

O fAv)=f(A) + f(v)
firalle A e IK,v € V.

Lésung 5:

Unter dem Rang Rg f einer linearen Abbil-
dung f : V — W versteht man

[0 dimKern f
X dimBild f
U dimW

Lésung 7:

Die Abbildung

R? — R?
(z,y) = (v +y,y — 1)

ist durch die folgende Matrix gegeben
1 1 0 2
o (14) (a0
1 1
= (A1)

Lésung 2:
Unter dem Kern von f € Hom(V, W) ver-
steht man

O {weW]f0)=uw}

O {f(v)|v=0}

K {veV]f(v)=0}

Lésung 4:
f € Hom(V, W) heiBt Isomorphismus, wenn

X es eine lineare Abbildung g : W — V
gibbtmit fog=Idw,go f=1dy
XV und W isomorph sind.

O (f(v1),..., f(v,)) far jedes n-
Tupel (vy, . . ., v,) eine Basis von W ist.
Lésung 6:

Lésung 8:
Eine lineare Abbildung f : V — W ist ge-
nau dann injektiv, wenn

[0 f surjektiv ist
X dimKern f =0
0 Rgf=0
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Lésung 9:

Esseien V und W zwei dreidimensionale Vektorréiume mit Basen (vy, vg, v3) und (wy, ws, w3)
und es sei f € Hom(V, W) mit f(v;) = w;. Welche der folgenden Matrizen kénnte die zu f
gehorige Matrix sein?

1 11 100 0 0O
O A= 111 X A=[010 0 A= 0 0 O
1 11 0 01 0 00
Lésung 10:

Essei f € Hom(V, W) ein Epimorphismus und dim V' = 5, dim W = 3. Dann ist

0 dimKern f >3
L) dim Kern f null, eins oder zwei; jeder dieser Fdlle kann vorkommen
X dimKern f =2

Lésung 11:
(a) nicht linear  (b) nicht linear
Lésung 12:
1 00
A= 0 1 2
0 01
Lésung 13:
(@
1 0
BildA=SzeR’|z=[ 1 |t+ | 0 |s, t,seR
0 1
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(o) dimBild A =2

© 21 —29=0

Lésung 14:
Der Bildraum der Abbildung

ist eine Ebene.

(a) Das Erzeugendensystem des Bildraumes ist gegeben durch die Spaten der abbilden-

den Matrix A:
1 3 -1
Span (=) 2 1,1 1], 3
2 3 1

(b) Eine Basis sind die linear unabhdngigen Vektoren des Erzeugendensystems, bzw. die
linear unabhdangigen Spaltenvektoren von A:

1 3 -1 1 0 0
IIT+1
21 3 — 2 =5 0
2 3 1 II-31, (III+4II) 2 _3 0
Daraus ergibt sich die Basis

1 0

2 ) 5)

2 3
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(c) Der Kern ist die Losung des LGS Ax = 0:

1 3 -1 1 3 -1
(I1-21) / (-5)
2 1 3 — 01 —1
2 3 1 (I11-21) /3, (III4+11) O O O
—2
KenA=<{2zeR?|z= 1 t,teR
1
(o))
—41‘1 — 31‘2 +5ZE3 =0
Lésung 15:
(o
11 1 @12 -2
.A(el) = a921 = 1 s A(eg) = 929 = -3 y
a3y 0 Q32 1
ais 1 0 1
A(@g) = 923 = 1 X 0 = —1
ass 0 1 0
=
1 -2 1
A= 1 -3 -1
0 1 0
)
1 -2 1 1 1-443 0
Av=1[ 1 -3 -1 2 1=11-6-3 | =1 -8
0 1 0 3 2 2

(c) Gesucht ist die Losungsmenge des homogenen LGS Ax = 0:

1 -2 1 1 =2 1

1 -3 -1 N 0 -1 -2
O 1 0 (III+11)/(-2) O O 1
=  Kemn A= {0}

(o))
dimBild A = dimR? — dimKern A = 3
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©)
1 —2 1
BildA=Span|s| 1 |,| =3 |, -1 =1R?
0 1 0
Lésung 16:

2 -3 -7 2 -3 -7 -3 -7
III+1 11/11, 111/2

1 4 2 | — [0 11 11 o 0 1

_2 5 9 21I-1 0 2 2 (I1I-11) 0 O 0

= dimKern A =1 und dimBild A = dimIR? — dim Kern A = 2

Das Bild von A wird aufgespannt von dem ersten und zweiten Spaltenvektor in A (siehe
Pivotelement) und ergibt sich zun&chst in Parameterform zu

2 -3

BildA={zeR} |z = 1 t+| 4 s, t,seR

und in Koordinatengleichung

2 -3
BildA={zelR? <:1: 1 x| 4 >:0
—2 5

13
—{zeR? <x, —4 >=0

11
:{x€R3

(an + 2&12) . (7) und (—2 ai + 2@12) . ( 4 )
ao1 + 2&22 0 —2 ao1 + 2&22 —6 ’

Zusammengefasst entspricht das mit LGS

135(71 —4J]2+11[E3 = 0}

Lésung 17:

Es gilt

1 2 0 0] 7 1 20 0| 7
-2 2 0 0] 4 (HiI;/s 010 0] 3

0 0 1 2|0 (V43 110)/6 001 2|0

0 0 —2 2|6 000 1]-1

Daraus ergibt sich die Matrix zu

10
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Lésung 18:

Die Parameterform der Ebene lautet

1 0
E=S{xcR’|z=[1|t+| 0 |s, t,scR
0 1

Diese multipliziert mit A (und zwar alle Punkte der Ebene) ergibt

10 1 t t+s 1 1
AEB): [ 111 t = 2t+s | =2 ]t+|1]|s.
12 4 s 3t+4s 3 4

Das Bild ist also wiederum eine Ebene, hier in Parameterform. Die entsprechende Koordina-
tendarstellung lautet
5 Lo — T9 — T3 = 0

Lésung 19:

Die kanonische Basis K = {e;, ez, e3} ist eine Basis des IR und da

Q14
A(e,) = a9; s 7= 17 2,3

a3;

die i-te Spalte der gesuchten Matrix ergibt, erhalten wir schlicht und damit ergreifend

-3 1 =7
A= 4 0 12
2 3 12
Lésung 20:
13 1 -2 -3 13 0 00 1 0 0 00
14 3 -1 —4 IH—L_>V+H 14 2 00 E) 1 1 000
2 3 _4 _7 _3 IV-I411, (IV-IIT) 2 3 _6 0 0 (T11-211) 2 _3 0 0 0
38 1 -7 =8 38 =2 00 3 =1 0 0 0
Daraus ergibt sich der Rang der Matrix zu
RgA=2.

11



