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Blatt 17: inverse Abbildungen und Kompositionen MLAE 1& 2

Aufgabe 1:

Gegeben seien die Dreiecke

T gegeben durch die Punkte = (0,0) b=(1,0)

(—4,2) b

= (4,4) v =(2,4) ¢ =(3,3)

(@) Wie lautet die Abbildung A : R* — IR? mit A(z)
darddreick I" auf das Dreieck T abbildet?

a

T gegeben durch die Punkte a
!/

a

T'  gegeben durch die Punkte

Az + b,, welche das Stan-

(b) Wie lautet die Abbildung B : IR? — IR* mit B(z) = B x + by, welche das Standardd-
reick T' auf das Dreieck T abbildet?

(c) Wie lautet die Abbildung C : IR? — IR? mit C(z) = C z + b.., welche das Dreieck T
auf das Dreieck 1" abbildet?

Aufgabe 2:

Geben Sie jeweils die Streckungs-Abbildungen von Q — € an.

@

Q=012 x[-1,3] und Q' = [3,6] x [-1,3]
(o)

Q=013 x[-1,3] und Q = [1,4] x [-1,3]
©

Q =10,1] x[0,2] und € = [0,3] x0,1]

(o))

Q= [1,2] x[1,3] und Q" = [3,6] x [0.5,1]

Aufgabe 3:

Geben Sie jeweils die Scherungs-Abbildungen von € — € an.

@

P e Eine Scherung an der z1=Achse wird durch
0 /| folgende Abbildung beschrieben:

(4 3) o (127)

3 Berechnen Sie den Wert a € IR anhand der
SN R Abbildung links.




(b) Wie lautet die Scherungsabbildung folgender Situation?

©

Aufgabe 4:

Berechnen Sie die Abbildung A : R? —
IR?, so dass Sie eine Scherung an der Gera-

den )
g : <1>t,t€IR

erhalten, wobei

Aoy = ()

gelten sollte.

Zerlegen Sie die Abbildung in “Drehung der
Gerade g auf die x1-Achse”, dann “Sche-
rung” und anschlieend “Drehung zurlck
auf die Gerade g”. Die Gesamtabbildung er-
halten Sie dann durch Verknupfung der drei
Einzelabbildungen in der richtigen Reihenfol-

gel!

Es sei D € Hom(IR?, IR?) eine Drehung um eine beliebige Gerade g : vt,v € R*,t € R
und ||v|| = 1 um den Winkel a:

D(x)=v <v,x>+cosa(vxz)xv+sina(v X z)

(o) Uberzeugen Sie sich davon, dass D(x) — P(x) L g gilt, wobei P(z) die orthogonale

Projektion von x auf g beschreibt.

(b) Formulieren Sie D(z) in Matrix-Vektor-Schreibweise D x.
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(c) Wie lautet die Matrix D fur die Drehachse gegeben durch die Gerade ¢ : 2 t?

Rotieren Sie den Punkt z = (1,1,1) um g um den Winkel a = 7.
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Lésung 1:
@ A
Alz)=(b—a,c—a)x +a= (; 1) :c—l—(_2>
() A
B(x)—(b’—a’,c’—a’)x—i-a/——((2) 1)x+ (4)
©

1 oAl (-1 1 —6
A7 (z) = A (x ba)—( 5 1 )Tt 10
- ca)=—( 2 1) a4 (¢
a 0 1 4
(0 1 n 6
“l2 21 )" e
Sie kbnnen die Ergebnisse prufen, indem Sie nachrechnen, ob die Dreieckecken korekt ab-
gebildet werden: A
A(a)=a, B(b) =1, C(c) =, etc

Der Matlab-Code MapTri.m

hat_T = [[0 0], [1 o], [0 1]];
T = [[-4 2]; [-3 4]; [-3 31]1; % T(1,:)=a, T(2,:)=b, T(3,:)=c

Ts = [[4 4]; [2 4]; [3 3]];

AC:,1) = T(2,:)’-T(1,:)’; % Erste Spalte von A ist b-a
A(:,2) = T(3,:)’-T(1,:)’; % Zweite Spalte von A ist c-a
ba =T(1,:);

B(:,1) = Ts(2,:)’-Ts(1,:)’; % Erste Spalte von B ist b’-a’

B(:,2) = Ts(3,:)’-Ts(1,:)’; % Zweite Spalte von B ist c’-a’
bb = Ts(1,:)’;

Ai = inv(A);
C = BxAi;
bc = -Cxba+bb;
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CA = @(x) Axx+ba;
CB = @(x) B*x+bb;
CC = @(x) Cxx+bc;

fprintf (’CA([%.2£;%.2f]1) = %.2f %.2f\n’,0,0,CAC[0O; 0]));
fprintf (’CA([%.2f;%.2f]1) = %.2f %.2f\n’,1,0,CAC[1; 01));
fprintf CCCA([%.2f;%.2f]1) = %.2f %.2f\n’,0,1,CAC[O; 11));

fprintf (°CB([%.2f;%.2f]1) = %.2f %.2f\n’,0,0,CB([0; 0]));
fprintf (°CB([%.2f;%.2f]1) = %.2f %.2f\n’,1,0,CB([1; 01));
fprintf (°CB([%.2f;%.2f]) = %.2f %.2f\n’,0,1,CB([O; 1]));

fprintf (°CC([%.2f;%.2f]) = %.2f %.2f\n’,CA(C[0; 0]),CC(CA([O; 0])));

fprintf (°CC([%.2f;%.2f]) = %.2f %.2f\n’,CA([1; 0]1),CC(CA([1; 01)));
fprintf (°CC([%.2f;%.2f]) = %.2f %.2f\n’,CAC[0; 1]),CC(CAC[O; 11)));

liefert die Ausgabe

>> MapTri

CA([0.00;0.00]) = -4.00 2.00
CA([1.00;0.00]) = -3.00 4.00
CA([0.00;1.00]) = -3.00 3.00
CB([0.00;0.00]) = 4.00 4.00

CB([1.00;0.00]) = 2.00 4.00

CB([0.00;1.00]) = 3.00 3.00

CC([-4.00;2.00]) = 4.00 4.00
CC([-3.00;4.00]) = 2.00 4.00
CC([-3.00;3.00]) = 3.00 3.00
Lésung 2:

(a) Streckung in x1-Richtung:

- (3 1) (31) - ()

(b) Translation um (—1,0), dann Streckung in z1-Richtung um Faktor % und dann wieder

Translation um (1, 0):
D )0 =01 ()

O Nlw

A(z) = (
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() Streckung in x1-Richtung um Faktor 3 und Streckung in xo-Richtung um Faktor %:
3 0
0 3

(d) Translation um (—1, —1), dann Streckung in z1-Richtung um den Faktor 3 und in xo-

Richtung um den Faktor }l und anschliesend eine Translation um (3, %)

30 1 3 30 0
a0=(34) (=) Q) -(0 1))
0 1 1 3 0 % i
(@ ©) © (C)]
1 e 1| a 1 il
Q
1+ o 1+ o 1 o 14 o]

Lésung 3:

(a) Ansatz

fahrt auf

(o 1) () =(0)=0) = o3

also onsgesamt auf die Abbildung

Test:
A((2,4)) = ( 0 % ) (421) - @ ‘

A((2,0)) = ( 0 % ) (3) - (3) ‘

A((1,-2) = ( 0 % ) (—12> - (—02> ‘

A((2,-2) = ( 0 % ) <—22> - (—12> ‘
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1 3
A:(O 1)1’

©)

©

Wir drehen das ganze System (Viereck und Gerade) um den Winkel zwischen g und
der x1-Achse

( = arccos (< U >> = arccos (i) S
o] [oll ) 4

Das liefert die Abbildung D:

- cosp singp L /11
D(x)_(—singo cosgp)x_ﬁ(—l 1)$

Auf das Ergebnis wenden wir die Scherung mit dem Wert o = 2 an:

=3 5)e=(3 1)

Und anschlie§éend drehen wir das Ganze wieder zurlck:

1, _ [ cosp —sing _ L /1 -1
p (m)_(sincp oS (P )m_\/ﬁ<1 1 )x

Die Gesamtabbildung ist dann die VerknUpfung dieser Drei Abbildungen gemds:

1 1 -1 1 2 1 1 1
— -1 - .
A(z) = (D oSoD)($)—\/§(1 1)(01)\/5(_1 1):C
- 0 1
-1 2)7
Wenn wir einfach keine konkreten Werte einsetzen erhalten wir die allgemeine Formel:

(i e
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Das Matlab-Programm
ScherungGerade . m:

Omega = [[2 0]; [4 0];...
[4 6]; [26]];
alpha = 2;

v = [11];

nv
phi

D = [[cos(phi) sin(phi)];...
[-sin(phi) cos(phi)]];

Di = inv(D);

S = [[1 alphal; [0 117;

A = @(x) (DixS*D*x’)’;

Omegas = [A(Omega(1,:)); A(Omega(2,));... )/

norm(v,2);
acos(v(1)/nv);

A(Omega(3,:)); A(Omega(4,:))]

liefert die Ausgabe

0 -2.0000
0 -4.0000
6.0000 8.0000
6.0000 10.0000

Lésung 4:

D(x)=v <v,x>+cosa(vXxz)xv+sina(v X z)

(@ Mit P(z) =< z,v > v gilt

< D(z)— P(z),v>=<cosa(vxXz)Xv+sina(vXz),v>

=cosa < (vXx)Xv,v>+sina <vXxv>

-~

=0 =0

=0

) D(l‘) =Dx= <d17d27d3) X

d; =D(e;) =vv;+cosa(vxe) xXv+sina(v X e;)
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Es ist
0 v3 + U3
VX e = U3 , (Vxe) xv= —V1Vs ,
—U2 —U1U3
—7Us —UV1U3g
VX ey = 0 ,(vxe) xv=[ v¥4v] |,
V1 —VoU3
(%) —7V1U3
vXxes= | —u , (VX eg) xv= — VU3
0 v3 + ¥
und damit D =
v? 4 (v3 + v3) cosa v109(1 — cosa) —vzsina vyv3(1 — cos @) + vg sin «
v10(1 — cos @) + vgsin v3 + (vi 4 v3) cosa v9v3(1 — cosa) — vy sina
v1v3(l — cosa) —vgsina vavg(l —cosa) + vy sina w3 + (v + v3) cosa
1
(c) Wie lautet die Matrix D fur die Drehachse gegeben durch die Gerade ¢ : 2 t?
3
Rotieren Sie den Punkt z = (1,1,1) um g um den Winkel a = 7.
Es ist
1
1 5 m 1 . 1
V= — , COS— = —, sin— = —
V14 \ 4 4 V2 4 V2
und damit

0.7280  —0.5251 0.4407
D = 0.6088  0.7908 —0.0635
—0.3152 0.3145  0.8954

x wird abgebildet auf D x

0.6437
Dx = 1.3361
0.89471



