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Blatt 13: Normen und Skalarprodukte in MLAE 1& 2

Aufgabe 1:

Es sei A
V' = Span (po, p1,p2) , mitp; = z°.

(a) Zeigen Sie, dass das Erzeugendensystem von V' eine Basis ist.

(b) Welche Dimension hat V' und fur welches k € N, gilt
V=1P,7

Aufgabe 2:

Zeigen Sie, dass

Py, = Span (1,2 — 1, (z — 1)(x — 2))
qilt.
Aufgabe 3:

Sei V' der Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf IR. Zeigen Sie, dass die trigonometri-
schen Funktionen

fi(z) =cosx, folx) =cos(2x), f3(x) =sinz, fi(xr)=sin(2x)und f5(x) = sin(3x)

linear unabhdngig sind.
Aufgabe 4:

Bestimmen Sie die Menge M, die alle reellen Polynome aus IP; enthdlt, deren Graph jeweils
durch die Punkte
P=(-1,4)und @ = (1,6)
verlauft, Tipp: Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem auf.
Aufgabe 5:

Sei IR**? der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen. Geben Sie eine moglichst einfache Basis dieses
Vektorraums an.

Aufgabe 6:

Sei B = {by, by, b3, by} eine Basis des VRs V. Ferner seien a; = 2b; — by, ay = by + bs + by
und az = by — by und U = Span (ay, as, as).

(a) Zeigen Sie, dass A = {ay, az, az} eine Basis von U ist.
(b) Bestimmen Sie die Koordinaten von
T :6b1 —562 —4b4

bezlglich A.



(c) Ergéinzen Sie A zu einer Basis von V.

Aufgabe 7:
Sei V' ein Prahilbertraum. Zeigen Sie, dass fUr eine Menge U = {ul, cee un} mit orthogonalen
Vektoren uyq, . . ., u, Foglendes qilt:

(a) Die u; sind linear unabhdngig.

(b) Furjeden Vektorv € V ist

n
U):U—E < V,U; > U;
=1

orthogonal zu jedem u;.

Achtung: Das ist eine x-Aufgabe.
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Lésung 1:
(@)
2
> Nia' =0
i=0
~ A0+)\1{E+)\21’2:0
= /\0 = )\1 = )\2 =0 v
(o)
dim(V) =3 und k=2.
Lésung 2:

Die Bedingung
MAX@—1)+X@—1)(z—2)=a +az+ay2”

fuhrt auf das eindeutig lbsbare LGS

1 -1 2 A1 Qg
0O 1 03 A2 =1 am
0 O 1 A3 Q2

Damit ist klar, dass das Erzeugendensystem 1, z — 1 und (z — 1)(z — 2) minimal ist und auch,
dass jedes q € IP, Uber dieses dargestellt werden kann.

Lésung 3:
2
> Xifiz)=0 vre R
i=0
& A cosT + Agcos(2x) + Agsinx + Agsin(2x) + Assin(3z) =0 Ve e R
= 0undz = 7 liefern
)\1 + )\2 =0
A —)\1 + )\2 =0
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also A =Xy =0undz =%, 2 = Z und z = 2T ergeben
/\3—>\5:0
A A L + A+ A L =0
3\/§ 4 5\/5_
1
A )\3%—)\44‘)\5:0
1 0 -1 As 0
ANy -1l As 0
det£0
& =N =Xs=0 v
Lésung 4:
Ansatz:

p(z) = ag + a1 ¢ + as 2

zu erfullende Bedingungen:
p(—1)=4 und p(l)=6

LGS:
RN L R
11 1 “wo =6
a2
=
M={peP;|plx)=3—t—x+tz* Vtc R}
Lésung 5:
10 01 0 0 und 0 0
0o0/7\00/)”\10 0 1)/)°
Lésung 6:

(a) Zuzeigen ist, dass aq, as, ag linear unabhdangig sind:

/\1a1+/\2a2—|—)\3a3:)\1 (2b1—bg)+>\2(b2+b3+b4)+>\3(b3—b4)
- bl (2 )\1) —|—b2 (—2 )\1 +)\2) +b3 ()\2 +)\3) —|—b4 ()\2 - )\3)
=0

mit

0=2\ =2+ = +A3=A— X3
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da ja die b; linear unabhdngig sind.

Damit erhalten wir das LGS

DYD VR W Mo A A Mo A Az
2 0 0]0 2 0 010 2 0 010
II+1 III-I1
-2 1 00 — 0 1 00— 0 1 010
0 1 10 ™™= 0o 1 1/0 ™ 0 0 1]/0
0 1 —1]0 0 0 110 0 0 010

= A = Ay = A3 = 0, also sind die a; linear unabhdgig und somit ein minimales
Erzeugendensystem, bzw. eine Basis von U'.

(b) Gesuchtsind a; mit z = «; a;:

T =o1a] + Qa2+ a3a3
= (2b1 — b2) +062 (bg +b3 +b4) +063 (bg — b4)
=b (2 Oél) +b, (—2 o1 + 042) +0b3 (Oéz + Oég) +by (Oég - Ckg)
—— —_—— ~—— ——

=6 =—5 =0 =—4

Daraus folgt ziemlich direkt, dass
ar =3, a=-2 und az=2

ist und somit gilt fur x:
$:3a1 —2a2+2a3

und der Koordinatenvektor lautet

TA— -2

(©) by kann nicht durch aq, as, az dargestellt werden. Sie Uberzeugen sich davon, indem
Sie nachweisen, dass die Vektoren

ay,az, as, b4
linear unabhdgig sind. Es ist dann

V' = Span (a4, as, ag, by) .

Lésung 7:
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@

)\1u1+>\nun:0

& (ul,'--,un) : =0
~—_———

rang=n, wegen der Orthog. An

= die Losung ist eindeutig = die u; sind linear unabhdngig.
() Dazu muss man lediglich nachweisen, dass < w, u; >= 0 ist Vj. Also los:
n
<w,u; > = <'U—Z <v,U; > Ui,Uj>
i=1
Bilinearitét des Skalarprodukts (S1)
n
=< V,U; > — <Z < v,u; > U,Z',Uj>
i=1

nochmal Bilinearitét des Skalarprodukts (S1)
n
=< v,u; > —; << ve,]:i > g, 1y >
nochmal Bilinearitét des Skalarprodukts (S1)

n
=<v,u; > —Z <V, U > < Uj, Uj >
i=1 Y
=3
Orthogonalitét der u; ausnutzen

=<v,u; > — <v,u; >=0



