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Blatt 12: Vektorraume MLAE 1& 2

Aufgabe 1:

Welche der folgenden Mengen sind Vektorrdume Uber IR? Uberprufen Sie die Vektorrau-
maxiome (V1) bis (V8):

@ V = (IR* +,-) mit

1 Y1 1+ W% 1 ATy
zHy= | 22 |+| v2o | = 22+ 1y und Az =A| o = To
T3 Y3 T3+ Y3 T3 x3

©) V = (IR* +,-) mit

T (% T1+ T 0
r+y=1 z2 | +| v = | 24+ 1y und Axz=A| 2o | =1 O
x3 Y3 3+ Y3 x3 0

©) V ={z € R" |z, > 0} mit der Addition und skalaren Multiplikation des IR".
(d V =1Py mit
Py = {p(x) | p(z) = as z’ +a1:17—|—a0} . ag,a1,a9 € IR

und
(p+q)(x) =p(x) +q(x) und (p-q)(x)=p(z)-q(x).

(e) V sei die Menge aller stetigen Funktionen mit Mittelwert Null, d.h.
b

/f(x) de =0

a

() V sei die Menge aller stetigen Funktionen mit Mittelwert eins, d.h.

V=47fecC(ab)

b

/f@ﬁhzl

a

V=< feC’(a,b])

Aufgabe 2:

(a) Sind die Vektoren

1 2 3
ol -2 B 3 B 8 4
a= 5 , b= 1 , c=| 4 | € R
-3 —4 -5

linear abh&ngig oder unabhdngig?



(b) Furwelche z,y € IR sind die Vektoren

T Y
a=| 1], b= -1 | eR®
Y 1

linear unabhdangig?

(c) Schreiben Sie jeweils den Vektor x € IR? als Linearkombination der Vektoren

2 1 3
b= 1], ba=| -1 1], b5=1| 2 | eR®
4 3 5

und geben Sie jeweils die Koordinatendarstellung an.

-9 6 0 7
W z=| =7 |, G = 11|, G 2= 0], v 2= 8
—15 6 0 9

(d) Sind die Funktionen fi(z) = 1, fo(x) = e” und f3(x) = e~* als Vektoren des Vektor-
raums der Funktionen auf IR linear abhdngig oder unabhdngig?

Aufgabe 3:

Bei welchen der folgenden Abbildungen n : IR" — IR handelt es sich um Normen?

(a) n(a) = lal

(b) n(a) ==Y onlal (aeR", ap>0,k=1,...,n)
(c) n(a) :==|ai| + 2|az| (a € R?)
(d) n(a) := 3lay| + az (a € R?)



Lésungen: Blatt 12: Vektorrdume MLAE 1& 2

Lésung 1:

(o) Vistkein VR, da (V'8) verletzt ist.
(b) Vistkein VR, da (V'5) verletzt ist.
() Vistkein VR, da (V'4) verletzt ist.
(d) Vistein VR.
(e) Vistein VR.

® Vistkein VR, dennfur f,g e Vgit f+g ¢ V.

Loésung 2:

(o) Die Vektoren sind linear abhdngig. Es gita — 2b + ¢ = 0.

(b) Die Vektoren a, b sind genau dann linear abhdngig, wenny = —lund 22 = —y = 1
gilt.

©
3

r=Y Mb, MeER, beR’

i=1

mit
—2 4 0 0
» A= 1 , ) A= ) , @iy A= 0 , (v) A= -2
-2 1 0 3

(d) Wir prtfen, ob es \; # 0 gibt, mit
)\1+)\26I+/\3€_JC = 0

Da die Gleichung fur alle z € IR gilt, gilt sie insbesondere fur z € {0,1, —1}. Damit
erhalten wir drei Gleichungen:

)\1+)\2+)\3=0

)\1+)\2€+/\3€_1 =0
)\1"—)\26714‘)\38:0

=~
1 1 A 0
1 e et Ao =10
1 et e A3 0




Lésungen: Blatt 12: Vektorrdume

MLAE 1& 2

Es ist
det(A) =e* —e? —2e+2e " a2 2.5529 # 0

und damit ist das homogene LGS eindeutig I6sbar und es gilt
)\1 - AQ - /\3 - 0,

womite die drei Funktionen als linear unabhdngig anzusehen sind.

Lésung 3:

(a) n(a)ist eine Norm, denn alle Normaxiome sind erflillt:

(ND

n

> lar| =

k=1
|ax| =0

a =

T ¢

(N2)
n(Aa) = Z | Aag|
k=1
=D I\l
k=1
= A1) lal
k=1

= [Aln(a)

(N3)

n

n(a+b)=>|a+ bl

k=1

<> Jag] + |bxl
k=1

=D laxl + D lbl
k=1 k=1

= n(a) + n(b)

Vak
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(b) n(a) ist eine Norm, denn alle Normaxiome sind erfullt. Kdnnte es o, = 0 geben so

wdare (NT) nicht erfUllt und wenn negative «; zugelassen wdéren, so ware (N3) nicht
erfullbar.

(NT)

n
Zak|ak| = O
k=1

ak|ak| =0 Vak
a=0 daag #0, Vk

T ¢

(N2)

n(ia) = Zak|/\ak|
k=1
= | Ma|ax|
k=1
= A alayl
k=1

= [Aln(a)
(N3)

n(a +b) = Zak|ak + by
k=1

n
< Z aglak| + aklbk gilt nur far positive ay,
k=1

n n
= aglar] + > aklbi
k=1 k=1
=n(a) 4+ n(b)
(¢) n(a) ist keine Norm. Die Abbildung scheitert schon gleich bei (N1), denn aus
lai| + 2|az| =0
folgt zwar a; = as = 0, aber a3 kann dann beliebig sein. Es gilt hier nur
a=0=n(a)=0.
Die Aquivalenz gilt nicht!
(d) n(a) ist keine Norm. Die Abbildung scheitert auch hier schon gleich bei (N1), denn

3‘&1‘4‘(12:0 = a2:—3|a1].



