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Blatt 12: Vektorräume MLAE 1& 2

Aufgabe 1:

Welche der folgenden Mengen sind Vektorräume über IR? Überprüfen Sie die Vektorrau-
maxiome (V 1) bis (V 8):

(a) V = (IR3,+, ·) mit

x+y =

 x1
x2
x3

+

 y1
y2
y3

 =

 x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 und λx = λ

 x1
x2
x3

 =

 λx1
x2
x3

 .

(b) V = (IR3,+, ·) mit

x+ y =

 x1
x2
x3

+

 y1
y2
y3

 =

 x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3

 und λx = λ

 x1
x2
x3

 =

 0
0
0


(c) V = {x ∈ IRn | x1 ≥ 0}mit der Addition und skalaren Multiplikation des IRn.

(d) V = IP2 mit

IP2 =
{
p(x) | p(x) = a2 x

2 + a1 x+ a0
}
, a2, a1, a0 ∈ IR

und
(p+ q)(x) = p(x) + q(x) und (p · q)(x) = p(x) · q(x) .

(e) V sei die Menge aller stetigen Funktionen mit Mittelwert Null, d.h.

V =

f ∈ C([a, b])
∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx = 0

 .

(f) V sei die Menge aller stetigen Funktionen mit Mittelwert eins, d.h.

V =

f ∈ C([a, b])
∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx = 1

 .

Aufgabe 2:

(a) Sind die Vektoren

a =


1
−2
5
−3

 , b =


2
3
1
−4

 , c =


3
8
−3
−5

 ∈ IR4

linear abhängig oder unabhängig?
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(b) Für welche x, y ∈ IR sind die Vektoren

a =

 x2

1
y

 , b =

 y
−1
1

 ∈ IR3

linear unabhängig?

(c) Schreiben Sie jeweils den Vektor x ∈ IR3 als Linearkombination der Vektoren

b1 =

 2
1
4

 , b2 =

 1
−1
3

 , b3 =

 3
2
5

 ∈ IR3

und geben Sie jeweils die Koordinatendarstellung an.

(i) x =

 −9
−7
−15

 , (ii) x =

 6
11
6

 , (iii) x =

 0
0
0

 , (iv) x =

 7
8
9


(d) Sind die Funktionen f1(x) = 1, f2(x) = ex und f3(x) = e−x als Vektoren des Vektor-

raums der Funktionen auf IR linear abhängig oder unabhängig?

Aufgabe 3:

Bei welchen der folgenden Abbildungen n : IRn → IR handelt es sich um Normen?

(a) n(a) :=
n∑

k=1

|ak|

(b) n(a) :=
n∑

k=1

αk|ak| (a ∈ IRn , αk > 0 , k = 1, . . . , n)

(c) n(a) := |a1|+ 2|a2| (a ∈ IR3)

(d) n(a) := 3|a1|+ a2 (a ∈ IR2)
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Lösungen: Blatt 12: Vektorräume MLAE 1& 2

Lösung 1:

(a) V ist kein VR, da (V 8) verletzt ist.

(b) V ist kein VR, da (V 5) verletzt ist.

(c) V ist kein VR, da (V 4) verletzt ist.

(d) V ist ein VR.

(e) V ist ein VR.

(f) V ist kein VR, denn für f, g ∈ V gilt f + g /∈ V .

Lösung 2:

(a) Die Vektoren sind linear abhängig. Es gilt a− 2 b+ c = 0.

(b) Die Vektoren a, b sind genau dann linear abhängig, wenn y = −1 und x2 = −y = 1
gilt.

(c)

x =
3∑

i=1

λi bi , λi ∈ IR , bi ∈ IR3

mit

(i) λ =

 −21
−2

 , (ii) λ =

 4
−5
1

 , (iii) λ =

 0
0
0

 , (iv) λ =

 0
−2
3


(d) Wir prüfen, ob es λi 6= 0 gibt, mit

λ1 + λ2 e
x + λ3 e

−x = 0 .

Da die Gleichung für alle x ∈ IR gilt, gilt sie insbesondere für x ∈ {0, 1,−1}. Damit
erhalten wir drei Gleichungen:

λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1 + λ2 e + λ3 e
−1 = 0

λ1 + λ2 e
−1 + λ3 e = 0

⇔  1 1 1
1 e e−1

1 e−1 e


︸ ︷︷ ︸

=:A

 λ1
λ2
λ3

 =

 0
0
0


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Lösungen: Blatt 12: Vektorräume MLAE 1& 2

Es ist
det(A) = e2 − e−2 − 2 e + 2 e−1 ≈ 2.5529 6= 0

und damit ist das homogene LGS eindeutig lösbar und es gilt

λ1 = λ2 = λ3 = 0 ,

womite die drei Funktionen als linear unabhängig anzusehen sind.

Lösung 3:

(a) n(a) ist eine Norm, denn alle Normaxiome sind erfüllt:

(N1)

n∑
k=1

|ak| = 0

⇔ |ak| = 0 ∀ak
⇔ a = 0

(N2)

n(λa) =
n∑

k=1

|λak|

=
n∑

k=1

|λ||ak|

= |λ|
n∑

k=1

|ak|

= |λ|n(a)

(N3)

n(a+ b) =
n∑

k=1

|ak + bk|

≤
n∑

k=1

|ak|+ |bk|

=
n∑

k=1

|ak|+
n∑

k=1

|bk|

= n(a) + n(b)
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Lösungen: Blatt 12: Vektorräume MLAE 1& 2

(b) n(a) ist eine Norm, denn alle Normaxiome sind erfüllt. Könnte es αk = 0 geben so
wäre (N1) nicht erfüllt und wenn negative αk zugelassen wären, so wäre (N3) nicht
erfüllbar.

(N1)
n∑

k=1

αk|ak| = 0

⇔ αk|ak| = 0 ∀ak
⇔ a = 0 da αk 6= 0 , ∀k

(N2)

n(λa) =
n∑

k=1

αk|λak|

=
n∑

k=1

|λ|αk|ak|

= |λ|
n∑

k=1

αk|ak|

= |λ|n(a)

(N3)

n(a+ b) =
n∑

k=1

αk|ak + bk|

≤
n∑

k=1

αk|ak|+ αk|bk| gilt nur für positive αk

=
n∑

k=1

αk|ak|+
n∑

k=1

αk|bk|

= n(a) + n(b)

(c) n(a) ist keine Norm. Die Abbildung scheitert schon gleich bei (N1), denn aus

|a1|+ 2|a2| = 0

folgt zwar a1 = a2 = 0, aber a3 kann dann beliebig sein. Es gilt hier nur

a = 0⇒ n(a) = 0 .

Die Äquivalenz gilt nicht!

(d) n(a) ist keine Norm. Die Abbildung scheitert auch hier schon gleich bei (N1), denn

3|a1|+ a2 = 0 ⇔ a2 = −3 |a1| .
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