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—1-
Gewohnliche Differentialgleichungen

Denn wer da hat, dem wird gege-
ben, daB er die Fullle habe; wer da
nicht hat, von dem wird auch ge-
nommen, was er hat,
Matthdus-Evangelium, Kapitel 13, Vers 12

“Differentialgleichungen werden oft bendtigt, um Vorgdnge in der Natur zu beschreiben, bei
denen das Anderungsverhalten von GréBen verglichen wird.

Die ersten Differentialgleichungen waren die der gleichmdaBigen und gleichmdBig beschleu-
nigten Bewegung. Im Jahr 1590 erkannte Galileo Galilei den Zusammenhang zwischen der
Fallzeit eines Korpers und seiner Fallgeschwindigkeit sowie dem Fallweg und formulierte
(noch) mit geometrischen Mitteln das Gesetz des freien Falles.

Als Isaac Newton auch Bewegungen unter zum Betrag oder Quadrat der Geschwindigkeit
proportionaler Reibung betrachtete, war er genodtigt, die Differentialrechnung und den heute
gelaufigen Formalismus der Differentialgleichungen einzufuhren.

Durch die exakte Formulierung des Grenzwertbegriffes, der Ableitung und des Integrals stell-
te schlieBlich Augustin Louis Cauchy im 19. Jahrhundert die Theorie der gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen auf ein festes Fundament und machte sie somit vielen Wissenschaften
zugdanglich.

Das wissenschaftliche Interesse an Differentialgleichungen ist im Wesentlichen darin be-
grundet, dass mit ihnen auf Grund vergleichsweise einfacher Beobachtungen und Expe-
rimente vollstéindige Modelle geschaffen werden kénnen.” !

(Weiteres aus ( ). ( ) und ( )

Definiion 1.1 (Gewohnliche Differentialgleichung (DGL/ODE) ). Unter einer
gewdhnlichen Differentialgleichung (ODE = Ordinary Differential Equation) wverstehen wir
eine Gleichung, in welcher unabhdngige Variable, Funktionen und Ableitungen von
Funktionen nach genau einer Variable auftreten. Fine ODE der Form

fla,y(@),y (2),...,y"(x)) =0

heifit ODE n-ter Ordnung. Wird diese Gleichung nach y™ aufgelost zu einer ODE der
Form

y" = f(z,y(x),y (), ..., y" D (x))

so sprechen wir von einer ODE in expliziter Form; andernfalls von einer ODE in impliziter
Form.

laus Wikipedia



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

1.1 Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Beispiel 1 Die einfachste ODE |
erster Ordnung lautet
y'(z) =0.
Diese Gleichung ldsst sich durch Integration leicht 1&sen:
y(z) =C
Die Integrationskonstante gibt schon den Hinweis darauf, dass es unendlich viele Losungen
gibt.
Beispiel 2 Die zweiteinfachste ODE
y'(x)=a
hat die Lédsungen
1
y(x) = 3 2 +C.
Wir betrachten die explizite Differentialgleichung erster Ordnung
y(t) = fty@). (1)
Dabei gelte firr die rechte Seite f : G € IR? — IR.
Die Differentialgleichung (1) gestattet eine einfache geometrische Interpretation. VerlGuft
eine Integralkurve y(x) durch den Punkt (zg,yo) € G, d.h.ist y(xg) = 1o, so betragt inre
Steigung an dieser Stelle y'(zg) = f(xg,yo). Durch die Differentialgleichung (1) wird also
die Steigung der durch den Punkt (¢, yo) gehenden Lésungskurve vorgeschrieben. Diese
Betrachtung I&sst sich fur jeden Punkt aus G anstellen. Sie fuhrt auf die Begriffe Linienelement
und Richtungsfeld. Siehe dazu Beispiel (3).
Beispiel 3 Richtungsfeld ‘ (siehe Abb. 1)

Jedes Linienelement besteht aus dem Tripel (z, y, f(x, y)). Alle Linienelemente bilden in ihrer
Gesamtheit, d.h. fur alle (x, y) € G das Richtungsfeld. Eine Lésung der Differentialgleichung
“passt” auf das Richtungsfeld. Man kann sich einen guten Uberblick Uber den Verlauf der
Loésungen verschaffen, indem man sich das Richtungsfeld aufzeichnet und dann versucht,
Kurven einzuzeichnen, welche auf das Richtungsfeld passen. Dieses Vorgehen legt die Ver-
mutung nahe, dass es zu jedem Punkt (g, o) € G genau eine Losungskurve y gibt, welche
durch diesen Punkt verl&uft.

Zaus: Wikipedia; http://de.wikipedia.org/wiki/Richtungsfeld



1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

\ ey T T T T T s T
\ T T T T T T T

N T T T TR T T Ty
N N
N\

6
-6 -4 2 0

Abbildung 1: Richtungsfeld fiir y zur Gleichung ¢’ = y — x. (src: s. Abb 14)

Definition 1.2 (Anfangswertproblem (AWP) ). Gegeben ist eine auf einer Menge G C IR?
erklirte Funktion f(x,y) und ein fester Punkt (xg,yo) € G. Gesucht ist eine Funktion
y € CYJ), zg € J, fiir welche

y' () = f(z,y(z)) inJ
y(xo) = yo X9 € J )

gilt. Eine solche Problemstellung nennen wir Anfangswertproblem und die zweite Glei-
chung in (2) heift Anfangsbedingung.

Beispiel 4

Matthdus Prinzip‘

y =ay

Die Nomenklaturen Anfangsbedingung, bzw. Anfangswert suggerieren, dass es
sich hierbei um Werte am Anfang handelt. Das muss nicht sein. Es kann sich um
irgendwelche bekannten Werte handeln. Meist ist es nur so, dass man eben die
Situation am Anfang kennt. Weit philosophischer ist da noch die Fragestellung
nach dem Anfang.... =-|

Definition 1.3 (Trennung der Variablen ). Es seien I,J C R offene Intervalle, f :
I - R, g:J — R stetige Funktionen mit g(y) # 0 fir alle y € J. Dann heifst die
Differentialgleichung

y'(x) = f(z) g(y)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 5

“Gleiches zu Gleichem gesellt sich gern” ‘

y'(z)=wy

Die allgemeine Vorgehensweise ist immer die Gleiche, ndmilich so:

g—i = f(z) g(v)

dy
& Glu@) = [ = [ 1wy v = Pla)
N y(2) = G (F(x))

Sind wir in der Lage die Stammfunktionen F' und G zu bestimmen und dann noch G zu
invertieren, so haben wir die Mdbglichkeit eine analytische Darstellung der Loésungen zu be-
rechnen. Im Moment sprechen wir noch von einer Schar von Lésungen. Wollen wir eine
eindeutige Losung, also eine, die ihren Anfangswert y(xg) = yo beinhaltet so ersetzen wir
das unbestimmte Integral durch das bestimmte und stecken die geforderte Bedingung in
die Integrationsgrenzen:

Formel 1: Trennung der Variablen:
Far

F(z) = / f(s)ds und  G(y) = / L
ist

die Losung des AWPs

Beispiel 5 nun mit der Lésungsformel:

4



1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Yo
G~ (y) = yoe
y(x) = G7H(F(x)) = yoe"™
= Yo oz (@)
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Richtungsfeld fur 1/ 2 1a
mo=—4 yo=—4 yla)= ez

/
y(@) =zy. ro=—2 yo=4 ylz)=4ex@Y
FuUrjede auftretende Ableitung wird ein Mal (formal) integriert und es entsteht eine
noch zu bestimmtende Intfegrationskonstante. Um diese zu belegen bendtigen wir
eine zusatzliche Bedingung. Bei ODEs erster Ordnung kommmt eine Ableitung vor,
wir integrieren also ein Mal und erhalten eine Konstante, zur Bestimmung derer wir
dann eine Bedingung - hier Anfangswert - bendtigen. Kiar?
Es lassen sich allerdings die Variablen nicht immer trennen wie zum

Beispiel 6

y’+g:cosx. (3)
T
Grundsdtzlich handelt es sich um einen bestimmten Typ von ODE:

Definition 1.4. Fs sei [ C R und ag,...,a,_1 : I — R stetige Funktionen. Die Gleichung

Y (@) + an-1(2) y" (@) + -+ ag(z) y O (x) = 0



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

heifst homogene, lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten.
Ist weiterhin g : I — IR eine stetige Funktion, so heif$t

P @) + s (@)D a) o+ ao(e) y ) = 9(a)

inhomogene, lineare Differentialgleichung n-fer Ordnung mit nicht-konstanten Koeffizienten.

Beispiel 7

1. y"+3 2%y +7y = 0ist eine lineare, homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit nicht-konstanten Koeffizienten.

2. y'—3 sinx y = cos x ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung
mit nicht-konstanten Koeffizienten.

3. (y’)2 = y ist eine nicht-lineare, homogene Differentialgleichung erster Ordnung (mit
konstanten Koeffizienten).

Der inhomogene Anteil in Beispiel 6, némlich cos z stort bei der Separation der Variablen.
Der Trick, den man hier anwendet ist wieder so eine “schbdner-wdr’s-Regel”: Schdner wdr’s,
wenn die Gleichung homogen wdare, etwa so ausséhe:

7+2=0
T
Mit Trennung der Variablen erhalten wir nun Lésungen der Form

¢
i

Diese Lésungen passen aber nun in die Gleichung (3) nicht rein. Wir ersetzen nun C durch
C'(z) und machen den Ansatz
C(x)
pat
Die Idee ist nun, C'(x) so zu bestimmen, dass Gleichung (3) erfullt ist.

y(z) =

/ !
y'(x) = Clz) _ C(f) — cosz— 2 =cosx — C(j)
T T T T
& C'(x) = x cosx
& C(ZL“):/JZ cosw dx + C

=x sinx + cosx + C

cosx C

X

= y(x) =sinz +




1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Nun kénnen wir die Konstante (1) C' bestimmen, so dass y(x) = yo erfullt ist:

. cosxg C
Yo = SIN xg + + —
Lo To

C = yoxoy — xoSin xy — oS T

und dann haben wir unsere Lésung beisammen! Voild:

1
cos T + — (yogjo — o sin xg — €oS xo) (4)
T

= y(z) =sinz +

N S SN
\ Q\‘ AR i NN

-

NN s SN
= TSN

Abbildung 2: Richtungsfeld der Gleichung (3) und Losung (4) mit 2o = 7 und yo = 1.



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Formel 2: Variation der Konstanten: Gegeben sei eine inhomogene Differentialgleichung
y'(z) =y f(z) +g(z). (5)
Die Variation der Konstnaten fUhren wir nach dem folgenden Schema durch:
e Wir I6sen die homogene Gleichung
7'(x) =7 f(z)
mit Trennung der Variablen und erhalten das Ergebnis

j(z) = Cel 1@ dw

e Wir variieren die Konstante C' zu eine z-Abhdngigen GréBe C'(z) und definieren

die Ansatzfunktion
y(z) = C(z) el 1@,

e Wir wahlen C'(z) nun so, dass die Gleichung (5) erfllllt ist. Das fuhrt auf

C(z) = /g(x) e~ JI@ dw gy

Beispiel 8 Partikuléarldsung

vy —2y=4x-2,y(0)=1

Storfunktion: gx) =4z —-2¢€lP,;
Ansatz der partikuléren Losung: Yp = a1+ ag € IPy
Yp =29y = (—2a1) x4 (29 + a1)
=4x—2
= a; = —2
ag =

= Yp = —2T
allg. Lsg der hom. DGL: yo = Ce*”
allg. Lsg der inhom. DGL: Y=y +Yyp= Ce?® -2z
Anfangsbedingung in C' stecken: Yy = e?? — 2z

Beispiel 9 Variation der Konstanten




1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

y =sinzy+sinz, y(0) =0
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet
Yo = efsin:r: dz _ e—cosx—%—é’ _ C _—cosz = (e Co87

e e
=~

=:C

Varaition der Konstanten fUhrt auf folgenden Rechenweg:
y — C(x) e—cosx
= y' = (C'(x) +sinx C(x)) e” 7
eingesetzt in die inhom. ODE fuhrt auf

(C'(x) + sina€X(T)) e " =sinz Caye ™" +sinx

& C'(x)e” % =sinx
& C'(x) = sinx e™®”
d COos T
=——¢e
dx
= C(x) = -4+ C
= y(x) _ <_ecosx +é> g~ cos
= y(z) = Ce 7 — 1 (6)
Nun noch die Anfangswerte einbauen:
y(0)=Ce ™t — =0
= C=1
=
y(ZL‘) — e %0sT _

Mit der Varitaion der Konstanten erhielten wir im Zwischenschritt Gleichung (6 die allgemeine
L&sung der inhomogenen Gleichung in der Form

y:Oe—cosr_lzyO_pr'

Yp ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung, das heilt eine der
unendlich vielen, moglichen Losungen. Sie dazu Abbildung 3.



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen
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Abbildung 3: links: Richtungsfeld und allgemeine () Losung yo der homogenen Diffe-
rentialgleichung; rechts: allgemeine (%) und partikulére (x) Losung y und y, der inho-
mogenen Differentialgleichung

Die partikuldre Losung ist eine Funktion, die in die inhomogene DGL passt. Sehr
wahrscheinlich ist sie aber nicht diejenige, die die Anfangsbedingung erfullt. Das
genlgt also nicht. Zusammen (y = yo + y,) Mif der allgemeinen Losung der
homogenen Gleichung, die ja eine zu bestimmende Konstante enthdlt, kann y
dann sowohl die inhomogene DGL als auch die Anfangsbedingung erfdllen.

10



1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Formel 3: Superpositionsprinzip: Zur Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
y'(z) = ay(z) + g(z) (7)
ist yo = C'e*” die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
Yo(x) = ayo(). (8)

Die allgemeine L&sung der inhomogenen Differentialgleichung (7) ergibt sich aus der
Summe der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung (8) und einer par-
tikuldren Losung v,

Y=Y+ Yp
Eine partikuldre Losung erhaltem wir, indem wir eine Ansatzfunkfion gemdB der nach-
stehenden Tabelle wahlen und die auftretenden Konstanten so bestimmen, dass y,, die
inhomogenen Gleichung (7) erfullt.

Stérfunktion g(x) Lésungsansatz i, (x)
> oo i 2 S heo A ¥, falls o # 0
be* Aet®, falls a # a

x Ae®?, falls @ = a

b cos(cz) oderb sin(cz) | Acos(cx)+ Bsin(cx)

Besteht die Storfunkfion aus einer Summe oder einem Produkt der angegbenen Funkti-
onstypen so bildet man die Ansatzfunktion ebenfalls als Summe oder Produkt der ent-
sprechenden Funktfionstypen.

Beispiel 10

Partikularldsung

@

y =2y +4e*”

11



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Lsg der hom. ODE yo = Ce*”
Ansatz der Partikul@riésung y, = Ae” (a # «)
= Yy, =3Ae*"
= 3A T =2Ae%" 4 4e*°
& Ae*® =4
& A=14
= Yp = 4e37
=
y(x> — Ce2:p +4e3x
)
y =2y +4e*”
Lsg der hom. ODE yo = C e2®
Ansatz der Partikuldridsung Y, =1 Ae*” (a = a)
! 2x
- y,=A(l+2x)e
= A(l+2z)e*” =22 Ae** + 4"
& Ae?T =4¢e*"
& A=14
= y, = dwe’”
=
y(x) = (C + dz) e
Beispiel 11 Ein AWP und Partikularidsung ‘ Gesucht ist die Funktion y : IR = IR mit
Yy +3y=sin(2z)e”, y(0)=0.
Lsg der hom. ODE yo = Ce 32

Beim Ansatz fUr die partikuldre L&sung beachten wir nun, dass die Stérfunktion aus einem
Produkt einer Sinus- und einer e-Funktion besteht. Die Ansatzfunktion g, mussen wir nun ent-
sprechend ausrichten:

Ansatz der Partikulériésung Y, = (a cos(2x) + b sin(2x)) e”

12



1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Wir setzen y,, in die inhom. GIn ein und erhalten

0=cos(2z) (2a+4b)+sin(2x) (da—2b—1)

~—————
~ 0 =0
1 —1
= = — b = —
“T5 7T 0
= Yp = T— (2 sin(2z) — cos(2x))
= y=Ce " + (;—0 (2 sin(2x) — cos(2x))

Nun noch C' so wdhlen, dass der Anfangswert 3(0) = 0 erfUllt ist

1
1
= €=
=
1

y(x) = 0 (7" +e” (2 sin(2z) — cos(22)))

Gelegentlich gibt es Gleichungen, die sich durch Trennung der Variablen I&sen lassen auch
wenn sie zundchst gar nicht danach aussehen. Das ist dann der Fall, wenn man eine Glei-
chung mit einer geeigneten Substitution auf eine Differentialgleichung mit getrennten Vario-
blen zurdckfUhren kann.

Beispiel 12

Substitution
) 29 —x
T
|&sst sich zundichst besser lesen als
/ Yy
y =2=—1.
T

Die Methode durch Trennung der Variablen ist direkt nicht méglich. Wir kbnnten hier mit
Variation der Konstanten ran oder aber mit einer geeigneten Substitution: Wahle u = % und
wir erhalten eine neue Differentialgleichung, ndmlich

, u—1
u = .
x

13



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Hier kbnnen wir direkt mit Trennung der Variablen weiterrechnen und erhalten die Losung
u=Cx—1.

Wir machen die RlUcktransformation y = u x und erhalten die Lédsungen der urspringlichen
Gleichung
y=(Caz+1)x.

Formel 4: Substitution: Gegeben sei die lineare DGL erster Ordnungmit

y = f(z,y)

Je nach Form von f kann eine geschickte Substitution die DGL in eine, leichter zu I6sende
umgewandelt werden.

y' = flaxz+by—+c), b#0 Substitution:
u:=ax+by+c

Lose
W =>bf(u)+a Rucktransformation:
y=3(u—az—c)
y = f (%) Substitution:
u:=4
x
Lose
u =1 (f(u) —u) Rucktransformation:
y=ux

Das sind naturlich nicht alle Substitutionsméglichkeiten aber die typischen. In anderen
Fallen lohnt es sich aber sicher, Uber Moglichkeiten nachzudenken.

Bisher haben wir und mit homnogenen und inhomogenen ODE erster Ordnung mit konstanten
und nicht konstanten Koeffizienten beschdaftigt. Alle waren linear, das heiBt, dass ¢y in den
verschiedenen Termen nie im Produkt mit sich oder einer seiner Ableitungen auftrat. Nur fur
ODE erster Ordnung, da wir gerade die Methode der Substitution kennengelernt haben,
betrachten wir ein paar Beispiele von nichtlinearen ODE erster Ordnung.

Beispiel 13 nichtlineare ODE mit Substitution Ic'bsen‘

y =(@+y+1)7°-1
Substitution: z = x +y + 1

14



1.1 Gewodhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Dann gilt 2’ = 3/ + 1 bzw. ¥ = 2/ — 1 und das fuhrt auf

Mit Trennung der Variablen geldst ergibt das

B S
—2(z+C)

und nach Rucktransformation erhalten wir die Lésung

1
y=—F——=-—-x—1.
—2(x + C)
Beispiel 14
2
€ T
Substitution: z = %
Danngilty =z zund % = z 4 z 2/, was auf
/ 1+ 22
z =
x

fuhrt. Durch Trennung der Variablen erhalten wir die Losung z = tan(In |x| + C') und insge-
samt nach der Rucksubstitution die Gesamtldsung

=tan(ln|z| + C) z.

Eine nicht lineare DGL ist dann gegeben, wenn der Differentialoperator L(y) einer
DGL

Ly) =y
nicht linear ist, das heilt

L{ay + By2) # a L(y1) + B L(y2)

gilt. Zum Beispiel ist das bei Beispiel 7.3, Beispiel 13 und Beispiel 14 jeweils der Fall.

Beispiel 15  Ein nicht lineares Beispiel ‘ Hier wird mit bekannten Tricks gearbeitet.

15



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Yy =—-
Y 6
& vy =—x
1
& W) = ,
& y=xvC —2?

Mit y(—5) = 2 etwa

= y =29 — 22 ] e—

Y=v29—a% x4k
Die Losbarkeit von AWPs der Form

yl = f($,y> ) Z/(ﬂfo) =%

und die Eindeutigkeit der Losung wird bereits durch die bloBe und stetige Diffe-
renzierbarkeit der rechten Seite f sichergestellt. Da wir bisher nicht gentgend
mathematische Begriffe und Grundlagen beisammen haben, um, den an dieser
Stelle sehr wichtigen Satz von Picard-Lindeléf zitieren zu kénnen, begnugen wir
uns damit, dass Existenz und Eindeutigkeit der L&sung sichergestellt ist, so lange
f gentigend schon ist. Was schéon genau bedeutet mége der geneigte Leser
in ( ). S. 139 nachschlagen

1.2 Gewodhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Eine inhomogene, lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung die Form
y " (@) + @ (2) g0 (@) + -+ ao(x) Y () = g(x)

Zu einer ODE n-ter Ordnung mit stetigen Koeffizienten a;, ¢ = 0,...,n — 1 (konstante
Koeffizienten sind insbesondere stetigh) kénnen wir n sogenannte Grundidsungen y;(x),
j =1,...,n berechnen. Deren Linearkombination wird uns die gesuchten Losungen

y(@) = Crya(x) + - + Cpyn()

des Gleichungssystems liefern. Diese Linearkombination enthdlt also demzufolge n noch zu
bestimmende Konstanten C;, die eine eindeutige Losung “fixieren”. Wir bendtigen zu einer
ODE n-ter Ordnung n Bedingungen, um alle freien Konstanten zu berechnen.

Definition 1.5 (lineare (un-)abhéngig ). Fine Menge von Funktionen {fi,..., fm} heifit
linear unabhdngig, wenn man keine der beteiligten Funktionen aus den anderen linear

16



1.2 Gewodhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

kombinieren kann, das heifst es gilt
Zajfj(x)zo = ap=-=aq, =0, Vr.
j=1

Kann man eine Funktion f; aus den anderen linear kombinieren so heifit f;
linear abhdangig.

Beispiel 16
1.
pi(z) =1, po(z) =2
sind linear unabhdngig, denn 1 # c .
2 s
fi(x) =2 coszx, fo(r) =sin <m + §>
sind linear abhdngig, denn es gilt f1(x) = 2 fo(x).
Satz 1.6. Eine lineare, homogene ODE n-ter Ordnung besitzt n linear unabhdingige
Lésungen
yl(x)a cee 7yn<$) )
die sogenannten Grundlésungen der ODE.
Es ist nicht immer so einfach wie in Beispiel 16 die lineare Unabhdngigkeit zu prdfen. Die
Wronski-Determinante aus Definition 1.7 und der darauffolgende Satz 1.8 werden dabei eine
Hilfe sein.
Definition 1.7 (Wronski-Determinante ). Es seien Funktionen y1,...,y, gegeben. Dann
heifst die Funktion
y(x) o yn(a)
W(x) = det :
—1 —1
p' @) (@)
Wronski-Determinante.
Satz 1.8. Funktionen vy, ...,y, sind genau dann linear unabhdingig, wenn die entspre-
chende Wronski-Determinante nicht verschwindet, also W (x) # 0 fir ein x.
Beweis Satz 1.8:
fiirn = 2:

17



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

e)\la: ez\gx
W(ZE) = det ( )\1 e)‘lx AQ e)\Qx )

= (A = Ap) e T =0

Beispiel 17

<~ )\1:)\2
]
1 1
! !
_ —— u=0
4 2$y+2932y

ist eine ODE 2-ter Ordnung und besitzt, woher auch immer wir das wissen, die Grundldsungen

p(@) =2z und y(z) = Va.
Diese Funktionen und deren jeweilige erster Ableitung

1
() =1 und yh(z) = ——=
yl(x) u y2(x) 2\/5

bilden die Wronski-Determinante

W(x):det(gf ﬁ):;\/}#o.

2Vx

8

Dann erhalten wir damit die Lésungsschar

y(z) =Crax+ Cy/x.

Jede weitere L&sung wird linear abhdngig von den beiden gegebenen sein und ist folglich
irelevant,
Wenn Sie also zu einer linearen, homogenen Differentialgleichung n-ter Ord-
nung 7 linear unabhdngige Lésungen gefunden haben wissen Sie, dass Sie die
weitere Suche einstellen kdnnen. Sie werden mehr nicht finden. Die lineare Un-
abhdangigkeit 1&sst sich Uber die Wronski-Determinante bestimmen.

Schén und gut, aber was sollen wir damit anfangen, wenn das auffinden der Grundldsungen
noch nicht klar ist? Die muss man ja auch erst “entdecken”....

ldee: Jede homogene, lineare ODE n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann einem
sogenannten charakteristischen Polynom zugeordnet werden. Die Nullstellen eines solchen
Polynoms definieren dann eine Losung der ODE.

18



1.2 Gewodhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Definition 1.9 (Charakteristisches Polynom ). Es sei

n

Z aky(k) (x) =0

k=0

eine homogene, lineare ODE n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, dann heifst

n

p(z) = Z apx”

k=0
das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.
Satz 1.10. Es sei

> awy® (@) =0
k=0

eine homogene, lineare ODE n-ter Ordnung mit mit konstanten Koeffizienten und \ €
R eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der ODE. Dann ist

y(x) = e

eine Losung der ODE.

Beweis 1.10:

> ary®(x) =0
k=0

& Zak (e’\x)(k) =0
k=0

n

& Z ap \eer® = 0
k=0
~ Z ag )\k =0
k=0

Damit ist X\ Nullstelle des charakteristischen Polynoms

n

p(z) = Z ay ¥

k=0

Beispiel 18

19



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Das charakteristische Polynom zu
y' =3y +2y=0

lautet

und hat die Nullstellen

und damit sind

I6sungen der obigen ODE.

Beispiel 19

Das charakteristische Polynom zu

n 1/

y' =y =2y =0

hat die Nullstellen

/\1:0,)\273: +

)

[\CR V]

1
2
was auf die Lésungen

—T

yl(m) = 17 ?J2($) = 62z7 y3($) =¢
fahrt,

Satz1.11. Es ses

Z aky(k)($> =0
k=0
eine homogene, lineare ODE n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und \; € R,
1 = 1,...,n Nullstellen des charakteristischen Polynoms der ODE. Dann bilden die
Funktionen
i (:L“) — eki;v

ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung. Jede Lésung der ODE hat deshalb
die Form

y(xr) = z": C;eli®
i=1

Beispiel 20

Die Loésung der Differentialgleichung in Beispiel 18 lautet
y(r) = Cre® + Oy ™.

20



1.2 Gewodhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die Losung der Differentialgleichung in Beispiel 19 lautet

y(x) = C) + Cye®® + Cze™™ .

Beispiel 21
Das charakteristische Polynom zu
y' =2y +y=0
lautet p(z) = (z — 1)? hat die Nullstelle A = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2. Das zu-
gehorige Fundamentalsystem lautet dann
yi(x) =€*, yo(x) = x€”
und die Lésung der ODE demzufolge
y(l‘) = (Ol + 02 l‘) e”.
Beispiel 22
Das charakteristische Polynom zu
y' =4y +4y=0
lautet p(z) = (z — 2)2. Daraus ergibt sich die Lésungsmenge zu
y(r) = C1e** + Coze®”.
Beispiel 23

Das charakteristische Polynom zu
y'+y=0

lautet p(z) = x* + 1 und hat die komplexen Nullstellen A, = =i. Wir wéhlen als Funda-
mentalsystem Real- und Imaginarteil von p(x) = €%, also

yi1(x) =sinx, yo(r) = cosx.
Die allgemeine Ld&sung lautet dann
y(x) =Cy cosz + Cy sinz.

21



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Formel 5: Lésungen liber das charakteristische Polynom bestimmen:

Zu einer homogenen, linearen ODE n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y(n) +an_1y("_1) + o4y +ay=0
berechnen Sie die Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms
p)=(@—A)" - (z—=X)™, eR,i=1,...,s<n.

Dann bilden die Funkfionen

e/\lx7 l’e/\lx, ,I(ml_l)e)\lx

e)\swy :L,e)\s:c’ ’x(ms—l)e)\sx

ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und wir erhalten als Losungsmenge mit
noch zu bestimmenden C* ¢ IR

s mp—1

y(.’l?) — Z Z Ckl .’I}l e)\km,

k=1 [=0

wobei Y my = n gilt.

Formel 6: komplexe Nullstellen fiir das charakteristische Polynom:

Bei komplexen Nullstellen: Es sei
y' +a1y +ag=0

eine ODE, deren charakteristisches Polynom die komplexen Nullstellen A\; o = a £ 4 b

besitzt. Dann ist
90(1') _ e(a-‘ri b)x

eine komplexe Losung der ODE. Ein reelles Fundamentalsystem erhalten wir durch

y1(z) = Re(p(x)) = €*® cos(bz), yo(z) = Im(p(z)) = e*® sin(bz) .

Haben wir eine inhomogene ODE vorliegen so gehen wir vor wie im ersten Fall,
das heiBt, dass wir entweder die Methode Variation der Konstanten wdhlen oder
das Superpositionsprinzip. Sie durfen sich das aussuchen.

22



1.3 Systeme von Differentialgleichungen an ausgewdhlten Beispielen

Beispiel 24

Zur ODE
v (@) +y" (@) + 3 (@) +y(z) =22 +5

betrachten wir zundchst das homogene Pendant:
yO (@) +¢"(x) + 3 (x) + y(z) = 0
Das entsprechende charakteristische Polynom lautet
p(x) = (x+ D)(z+1i)(z—1).
Daraus ergeben sich die drei Grundldsungen
yi(z) =e ", ya(x) = cosz und yz(z) =sinx.
Wir erhalten die allgemeine L&sung der homogenen ODE
yo(z) =Cre "+ Cy cosx + Cy sinx .

Zusammen mit der partikuléren Losung

Yp(r) =22+ 3
erhalten wir die allgemeine Lbsung der inhomogenen ODE als

y(x) =Cre "+ Cy cosx+ Cs sinx +2x+ 3.

1.3 Systeme von Differentialgleichungen an ausgewdhlten Beispie-
len

Formel 7: Auflésung des homogenen Systems: Die Losung zu
w=Aw, AcR"”" weclR"

ist gegeben durch
w=e2"C.

w |dsst sich zerlegen in
n
W = E C’ivie)‘ix,
i=1

wobei v; € IR", i = 1,...,n die Eigenvektoren von A zu den n verschiedenen Eigen-
werten \; sind.
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1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 25
W =u+v u(0)=0
V' =4u—2v v(0) =5
Eigenwerte:
/\1 == 2, )\2 =-3
Eigenvektoren:
1 1
v = Vo =
1 1 y U2 4
Allgemeine Losung:
1 1
w="C e?* + C e 37
()ee )
Anfangswerte einbringen liefert:
Cl == 1, CQ =—-1
L&sung des AWP:
U,(CL') _ eQw _ e—3a:
v(z) =e* +4e%"
Heuristik: Wie kann man dieses Vorgehen einsehen?
w=Aw = w=¢e¢2*C
Aus der Lnearen Algebra wissen wir
A=T'DT R A Rge
und Tl lT
-1 n D n
eAac:eT DTa::T—leDJ:T R — R
qilt.
Damit erhalten wir unsgesamt sowas wie
w=e2"C=T"'eP?*TC
e)‘l r 0 Cl
= (v1,...,0p) TC, C=
O “ .. e>\'n,$ =:C Cn

n
:C’lvle’\l’”—|—~~~+C’nvne)‘”x: E iv,;e’\”c

=1

24



1.3 Systeme von Differentialgleichungen an ausgewdhlten Beispielen

Beispiel 26 stark vereinfachtes Réuber-Beute-Modell (homogen) ‘

w = (u,v)T:

1 -+ 10
_ At _ 10 —
w(t) =e wO’A—(l _1>,w0—(50)
Ist A diagonalisierbar so gibt es Transformationsmatrizen T mit A = T~ DT und

(MO
p=(7 %)

wobei \;, Ay Eigenwerte der Matrix A sind und 7! = (v1,v9) mit v; ist Eigenvekfor von A
zum Eigenwert \;, 1 = 1, 2.

_3./10

)\1 = —i V 10 V1 = 1 10 10
10 1
3

&_%’E W_<1+?w0)

Daraus ergibt sich die Transformationsmatrix

und die Lésung

25



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

w(t) =T el T,
3

_( (310 — 5)e_% + (3310 + 5) evio' )\/1_
( t

)

3

40 + 151/10) e~ 715 /(15 /10 — 40) ev10 6
_( (3V10—5)eM! + (310 + 5) e )@
(40 +1510) e ME(154/10 — 40) M2t ) 6
:1< 30 — 5/10 )eerl( 30+5\/_)

40 /10 + 150 6 \ 150 — 40+/10
_40\/ﬁ+150(1_1—?;)\/m)em 150 — 40\/_<1+1O\/_)
B 6 1 6

40v/10+150 ., 150 —40v10  ,
:Tme +T’Uge

2
_ Nt
—E Cjvje
j=1

Beispiel 27  algebraische Vielfachheit 2

Eigenwerte:

Ansatz fUr die Allgemeine Losung:

u(xz) = (a+bx)e”
v(z) = (c+dx)e”

Einsetzen in (9) und Koeffizientenvergleich:

a+b = 3a—-4c

b = 3b—4d _a_b b
c+d = a—c cTo T %73
d = b—d

Allgemeine Losung:

26



1.3 Systeme von Differentialgleichungen an ausgewdhlten Beispielen

Anfangswerte einbringen liefert:
a=3,b=2

L&sung des AWP:

u(z) = (3+2x)e”
v(ir) = (1+x)e"

FUr jede hdhere Vielfachheit erweitert man den Losungsansatz um entsprechend
viele Polynomgrade. Beim Auftreten von komplexen Nullstellen verf&hrt man ana-
log zum entsprechenden Fallin Kapitel 1.2, S. 22. (Siehe dazu auch ( ).
S. 470, Bsp 51.4)

Die inhomogenen DGL behandelt man mit der Methode der Variation der Kon-

stanten:
Beispiel 28
uW=2u—v+1 u(0) =0
vV'=—u+2v-1 v(0) =1
r_ 2 -1 1 __.

w-(_l 9 )w+(_1)—.Aw+b

EWe von A:

)\1:1, )\2:3
EVen von A:

o= (1) =(4)

Allgemeine L6sung des homogenen Systems:

1 1 .
szcl (1) ex+02 (_1> G‘SI

Ansatz der Lo&sung des inhomogenen Systems:

w = C(2) G) ¢ 1 Cy() (_11) KE

Einsefzen in die DGLs liefert:

27



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

1.4 Die Laplace-Transformation

Die Idee der Laplace-Transformation besteht darin, lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten als algebraische Gleichungen darzustellen, deren Ldsung
zurucktransformiert dann eine potentielle Losung der Dgl darstellt; ein Verfahren, das sich
gerade unter Ingenieuren und Physikern groBer Beliebtheit erfreut. Es werden dabei nur ODEs
mit konstanten Koeffizienten und zu denen AWPs behandelt.

Definition 1.12 (Laplace-Integral ). Sei f : Ry — R, dann heifst

Fls) = / et (1) dt (10)

0

Laplace-integral.

Satz 1.13. Wenn fiir eine Funktion f gilt, dass
/ f(t) dt < o0,
0

dann gibt es eine Zahl o mat

_ konvergiert fiir s> o
st

/e F(t) dt divergiert fir s<o
0

Definition 1.14 (Konvergenzbereich ). o heifit Konvergenzabszisse von (10). Der Kon-

vergenzbereich ist gegeben durch
]Kf = ]DF .

Definition 1.15 (Laplace-Transformation ).
L:f—=F, L{f}(s)=F(s)
heifst Laplace-Transformation. Dabei ist f die Originalfunktion und F' ist die Bildfunktion.

Notation (Ublich unter den Elektrotechnikern):
f(t)o—eF(s) und F(s)e—of(t)

Die LinearitGtseigenschaft des uneigentlichen Integrals Ubertrégt sich auf die Lo-
placetransformation. Demnach gilt

L{af(t) + Bg(t)} = a L{f (1)} + B L{g(1)} .

Beispiel 29

‘Es sei f(t) = 1.

28



1.4 Die Laplace-Transformation

-1 b
L{1}(s)=lim [ e *'dt=—e""

b—oo S 0
0
-1 1
— - —bs -0\ _ —
fim (e o) =3
Es ist also 1
L{1}(s)=—, lo—e—,5>0
s
Beispiel 30
b
1
at — I (a—s)t _
L£{e""} (s) Jim [ e dt T 0<s
0
at 1
e"'o—e , 4 <S8
s—a

Beispiel 31 Ubung|Fur s > |a| gilt

eat + e—at

L{cosh(at)}(s) =L {T} (s) = %E {e*"} (s) + %E {e™'} (s) =

Satz 1.16 (Differentiationssatz). Es gilt

S

82_a2'

k

LLFPD] () =" LLFD) () =Y s f7H0).

=1

Beispiel 32  Ubung

u' —6u+9u=0, u0)=1,4(0)=1

Es ist
L{u"}(s)=s"L{u}(s)—1—5
LA{u'} (s) = s L{u} (s) =1
LA{u —6u +9u}(s)=s"L{u}(s)—1—s—6sL{u}(s)+6+9L{u}(s)
=L{u}(s)(s*>=65+9)+5—s=0
- £{u} (s) = 5—9 s 1

G-37 (32 (-3¢
= LA{u1} (s) =5 L{uz} (s)

29



1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Es ist

und Uy = te3t aus Anhang A

woraus folgt, dass

u=1u —buy = (1+3t)e* —5te’’ = (1 —2t)e*

Die Laplace-Transformation ist nur Heuristik, das heiBt, dass jede Funktion, die wir
als Ergebnis erhalten zun&chst nur eine potentielle Losung ist. Wir mussen jedes
Mal prUfen, ob sie der entsprechenden Differentialgleichung tatsdchlich gendgt.

Allgemein gilt Folgendes. Es sei die ODE zweiter Ordnung
v+ au +bu=f, u0)=uy, u'(0)=d
gegeben. Erst mal jeden Term einzeln behandeln, dann zusammenaddieren:

LA{u"} (s) = s> L{u} (5) — su(0) — /(0)
L{u'} (s) = s L{u} (5) — u(0)

Damit folgt
v +au +bu=f

& LAu" 4+ au +bu} (s)=L{f}(s)

N L{u"} (s) +aL{u'} (s) +bL{u} (5) = L{f} (s)

& SL{u}(s) —sug—dy+asL{u}(s)—aug+bL{u}(s)=L{f}(s)

& L{u} (5)(s* +as+b) — (s +a)ug—do = L{f}(s)

_ F(s)+ (s +a)uy+do
N s2+as+b

LAuj (s)

Formel 8: Laplace-Transformation fuer eine lineare ODE zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten:

Far
W' +au +bu=f, u(0)=uy, v (0)=d
ist
F(s)+ (s4+a)uo+do
s2+as+b

LAuy(s) =
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1.4 Die Laplace-Transformation

Beispiel 33  Ubung

' +4u = cos(2t), u(0) =0, u'(0) =1

F(s) = blirglo e "t cos(2t) dt
0

b

-1
= lim [ —e *'cos(2t)

b—oo S S

b
2
—/—e‘”sin(?t) dt
0

0

=——=1lim [ e *'sin(2t) dt

1 2 -1
= - — = lim [ —e *'sin(2t)
S S b—oo S

—2
—/—e”cos(2t) dt

:———2hm/ coth
s2b

: —st _ S _
& bli)rglo e *'cos(2t) dt = i F(s)
0

Mit der Formel auf Seite 30 gilt dann:

F(s)+ (s+a)uo+do

s2+as+b
S 1

s(s+4)(s2+4) +s(s—|—4)

1 1 1 s 1 1 1

== + = +
20s+4 20s2+4  5s2+4  s(s+4)

L{uy(s) =

Aus der Tabelle lesen wir:

1 —4t
3214 oo cos(2t)
1 1 .
251 T §sm(2t)
1 1
Z (1= —4t
Grda) °° 7 (=)
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1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Daraus folgt dann

1 ., 1 1 . 1
=—C - — 2t) + — 2t) + —
u(t) 5 e 20 cos(2t) 10 sin(2t) 1

32



1.4 Die Laplace-Transformation

lineare ODE erster Ordnung
y'(x) = a(z)y(z) + g(z), AWP: y(0) = y,

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(x) # 0

Methode: Trennung Methode: Zunéchst die homogene ODE 16sen

der Variablen (TV) — yo(z) und dann fiir

Losung: y(z) = C'el @@ do zo;l:?(n;)e Koeff. Zl(iltalzzr)lstante Koeff.
Methode: Methode:
Partikulérlsg.® (PL) | Variation der Konst.
— yYp(2) — y(x) = C(x)ef @) d=
Losung: Losung: in y(z)
y(@) = y0(0) + yp(2) | Cla) = [g(z)e /2@ & du
[auch VK mgl.]

Bei AWPs Konstante so bestimmen, dass y(0) = y, erfiillt ist

nicht lineare ODEs substituieren

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(z) # 0
Je nach Form geeignete Subst. wihlen hom. ODE lésen — yo(z)
Je nach Form der neuen ODE Methode wéhlen dann je nach Form
Riicksubstitution inhom. ODE lésen — y(x)

lineare ODEs hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(z) # 0
Nullstellen des charakt. Polynoms (CP) hom. ODE lésen — yo(x)
A1 Nullst. mit Vth 1, Ay Nullst. mit Vfh s+1 dann inhom. mit PL — y,(z)
Losung: Losung:

y(@) = CreM® + -+ Cp_ 2" eM T 4 Cate® | y(x) = yo(x) + yp(2)

Oder: Bei AWP auch Laplace-Transformation moglich

AWP und RWP bei ODEs zweiter Ordnung
AWP: () + ay'(z) + By(z) = g(z) auf Ry mit y(0) = ya, '(0) =y
RWP: y"(z) + ay'(z) + By(x) = g(x) auf [a,b] mit y(a) = ya, y(b) = v

Unterscheidung AWP-RWP zur Best. von C, Losungsmethode wie oben

Systeme von ODEs erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten als AWP
au' +bv =g, u0) = ug und
cv'+du=f, v(0) =1

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(z) # 0
Eigenwerte \; der Matrix ( i Z ) bestimmen PL mit Ansatz
A1 Nullst. mit Vth 1, A\; Nullst. mit Vth s+1 Up(T) = Ypg(x) + yp ()
Losung:
yo(r) = C1eM® + o + Oy, 25 LM 4 Oy 2° e | Losung:
Bei \j = a; +1b; € C: y(x) = yo(z) + yp(x)
Yo(x) = ---e%*(Cj1cos(b; x) + Cjasin(b; x)) - - -

Abbildung 4: Ubersicht iiber die hier behandelten Losungsmethoden von ODEs
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_2_
Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

richtig
rechnen
reicht

2.1 Kombinatorik

Aus Elementen einer Menge lassen sich haufig auf eine bestimmte Weise neue Mengen
zusammenstellen. Die Art und Weise einer solchen Zusammenstellung fuhrt auf den Begriff
Permutation (Anordnung), Kombination (Auswahl) und Variation. Beim BEgriff der Variation
werden Anordnung und Auswahl vereinigt, indem bei der Auswahl von Elementen auf deren
Reihenfolge rlcksicht genommen wird. Die Grundaufgabe der Kombinatorik besteht darin,
die Anzahl der Auswahl- oder Anordnungsmoglichkeiten zu ermitteln.

Definition 2.1 (Fakultét). Die Abbildung ! : IN — IN mit

s
i
—.

=]
Il
=

heifst Fakultat.

Definition 2.2 (Binomialkoeffizient). Die Binomialkoeffizienten sind definiert als
n\ n!
k) kKl(n—k)!

Definition 2.3 (Permutation). Eine Permutation P, nennt man eine Anordnung von n
Elementen in einer bestimmten Rethenfolge.

Wair sagen “n tiber k7.

Satz 2.4 (Anordnungsmdoglichkeiten).

1. Anzahl der Permutationen ohne Wiederholung

n verschiedene Dinge lassen sich unter Beriicksichtigung der Reihenfolge auf
P,:=nl=n-(n—1)---1

verschiedene Arten anordnen. Das sind gerade die Anzahl der Permutationen von
n verschiedenen Elementen.



2.1 Kombinatorik

2. Anzahl der Permutationen mit Wiederholung

n Dinge, von denen k gleich sind lassen sich auf

verschiedene Arten anordnen.

Beispiel 34

1. In einem Hoérsaal wurde eine Reihe mit 13 Sitzpl&dtzen von genau 13 Studenten besetzt.
Es gibt 13! = 6'227'020'800 Mdglichkeiten fur die Sitzordnung.

2. Eine Reihe von 13 Sitzpl&tzen im Hérsaal wird von 13 Studenten mit inren Taschen
belegt. Unter den 13 Taschen befinden sich 4 gleiche. Dann gibt es % = 259'459'200
Moglichkeiten zur Anordnung der Taschen.

Satz 2.5 (Verallgemeinerung). Fir die Anzahl pEr=tm) der Permutationen von n Ele-
menten, eingeteilt in m Gruppen mit jeweils ki, . .., k,, gleichen Elementen (ki + -+
km =n), gilt

n!

P(k17---7k'rrL) — .
" Fal - o

Beispiel 35 \

Aus den funf Ziffern 4,4, 5, 5, 5 kdnnen P5(2’3) = 2?—;,), = 10 verschiedene funfstelligen Zahlen
gebildet werden.

Satz 2.6 (Auswahlmoglichkeiten ohne Berticksichtigung der Reihenfolge).

Aus n verschiedenen Dingen werden k Stick ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge
ausgewdhlt. Dann betrdigt die Anzahl der verschiedenen Auswahlmdglichkeiten:

1. beim Ziehen ohne Zuriicklegen

© . (Mo
Ca” (k) K(n— k)’ el

2. beim Ziehen mit Zuriicklegen

o (ntk—1\_ (ntk-1)
s ( k Hin—g) "N

Beispiel 36
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Esgibt (?f) = 27'405 Moglichkeiten, aus 30 Teilinehmern einer Wahlversammlung einen
4-kopfigen Wahlvorstand ohne Zuordnung der Funktionen zusammenzustellen.

2. Mit k Warfeln sind C§ = (*+9=1) verschiedene Wiirfe méglich. Fir zwei Wrfel gilt
demzufolge

@ (7 7
o = (3) = g =21

Definition 2.7 (Variation). Variation nennt man eine Auswahl von k Elementen aus n
verschiedenen Elementen unter Beachtung der Reihenfolge. Das bedeutet: Variationen
sind Kombinationen mit Berticksichtigung der Reihenfolge. Deshalb ist auch bei den
Variationen zwischen Variation mit und ohne Wiederholung zu unterscheiden.

Satz 2.8 (Auswahlméglichkeiten mit Berticksichtigung der Reihenfolge).

Aus n wverschiedenen Dingen werden k Stick mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
ausgewdhlt. Dann betrdigt die Anzahl der verschiedenen Auswahlmdglichkeiten:

1. beim Ziehen ohne Zuriicklegen

|
V) ::k‘!(Z) :ﬁ:n-(n—l)-n(n—k—i—l), E<n

2. beim Ziehen mit Zuriicklegen

Beispiel 37

1. Wieviele M&glichkeiten gibt es, in einer Wahlversammlung mit 30 Teilnehmern einen
4-kopfigen Wahlvorstand, bestehend aus dem Vorsitzenden, seinem Stellvertreter und
dem 1. und 2. Wahlhelfer zusammenzusetzen? Die Antwort lautet

30
(4) 4! = 657'720

2. (a) Beim FuBball-Toto sind fir 12 Spiele 32 verschiedene Tipps madglich.

(b) Mit der digitalen Elnheit Byte, die aus 8 Bits besteht, kdnnen 28 = 256 verschie-
dene Zeichen dargestellt werden.

Definition 2.9 (Urnenmodelle). Ein Urnenmodell ist ein Gedankenexperiment, das in
der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendet wird, um verschiedene Zufallsexperimente auf
einheitliche und anschauliche Weise zu modellieren. Dazu wird ein fiktives Gefdifs, eine
Urne, mit einer Anzahl Kugeln gefiillt, welche anschlieflend zufillig gezogen werden.
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

“k aus n” Anzahl der Moglichkeiten
ohne Wiederholungen | mit Wiederholungen
(k <n) (k <n)
Permutationen P,=nl (n=k) P = n
. . k n k n+k—
Kombinationen cH = (k) cH = ( +k 1)
Variationen v, =kl (Z) V) = pk

Abbildung 5: Zusammenstellung der Formeln der Kombinatorik

Damit ist gemeint, dass bei jedem Zug alle in der Urne befindlichen Kugeln die glei-
che Wahrscheinlichkeit haben, ausgewdhlt zu werden. Dadurch kann die Bestimmung
interessierender Wahrscheinlichkeiten auf die Lsung kombinatorischer Abzihlprobleme
zuriickgefiihrt werden. *

Beim Urnenmodell gibt es also vier Situation: Man zieht und behdlit oder man zieht
und legt wieder zurlck. Beide Situationen teilen sich nochmal in die Situation, dass
die Reihenfolge der Ziehung eine Rolle spielt oder nicht. Alle reale Situationen
versuchtman nun derart zu abstrahieren, dass sie auf eine der vier Situationen
des Urnenmodells passen. Dann weiss man welche OFrmel angewendet werden
muss.

2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 2.10 (Laplace-Wahrscheinlichkeit ). Gibt es bei einem Zufallsexperiment m
mogliche Fille, die alle gleichermaflen maoglich sind, sich aber gegenseitig ausschlie-
fen, und gibt es g Fille, bei denen das FEreignis A zutrifft, so definieren wir die
Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A als

_ glinstige Fille g

P(A) = =<,
(4) mogliche Falle m

Da stets 0 < m gilt, folgt der

Satz 2.11. Flir ein beliebiges Ereignis A gilt

0< P(A)<1.

Beispiel 38

Zahlenlotto | Beim Zahlenlotto werden 6 aus 45 gezogen.

Frage: Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit fur A: “6 Richtige”?

4aus Wikipedia
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

FUr das Urnenmodell k& aus n gilt, n = 45 und k = 6. Wir ziehen Zahlen aus der Urne ohne
Wdh und betrachten die Auswahl mit Rf. Dann erhalten wir die Anzahl aller méglichen Falle

45
m:V4(56):6!(6>

und die Anzahl gunstiger Fdlle ist dann genau ein Zahlensortiment, dass aber in 6! verschie-
denen Anordnungen auftreten kann, also gilt

g=06!.
Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit
P(A) 6! 1.2277 07
= —45 ~ . e — .
6!(5)

Dieses Beispiel kbnnten wir aber auch getrost ohne Berlcksichtigung der Reihenfolge anset-
zen, denn dann erhielten wir als Anzahl méglicher Félle

4

g=1,

da ja nun die Reihenfolge keine Rolle spielt betrachten wir auch nicht verschiedene Permu-
tationen als verschiedene Fdlle. Wir erhalten dann

und als Anzahl gunstiger Falle

1
i~ 1.2277e — 07.

(s)

P(A) =

Beispiel 39

Munzexperiment ‘ Eine Laplace-MUnze wird 6 Mal geworfen. Fur das Urnenmodell halten wir

fest: n = 2, k = 6, mit mit Wdh, mit Rf. Das fUhrt insgesamt auf
m=nk=2°%=¢64

mogliche Fdlle.

Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit folgender Ereignisse:

(a) A: "Der dritte Wurf zeigt Zahl.”

Bei jedem einzelenen Wurf gibt es zwei mogliche und einen gunstigen Fall. Das fuhrt
auf

P(A4) = ¢

=3
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(b) B: "Genau drei Mal erscheint Zahl.”

Das Ereignis beinhaltet einen Wurf mit (zzzkkk) und allen moglichen Permutationen
davon, also g = 6! gunstige Falle. Das fUhrt dann auf

P(B):g—é.

(c) C: "Mindestens viermal erscheint Zahl.”
Ergebnis ‘ Anzahl Permutationen

(zzzzkk) 6!/41/2!1=15
(zzzzzk) 6!/51=6
(zzzz77) 1

Insgesamt erhalten wir g = 22 gunstige Fdlle und damit die Wahrscheinlichkeit

22 11

P(C’)_6—4_3—2.

Definition 2.12. Die mdglichen Ausgdnge des Fxperiments werden Ergebnisse genannt,
und die Menge aller mdglichen Ergebnisse nennt man den Wahrscheinlichkteits- oder
Ergebnisraum §2 . Die Ergebnisse w sind Elemente von ). Als ein Ereignis bezeichnen
wir eine beliebige Ergebniskonstellation, bzw. eine beliebige Teilmenge A C €.

Beispiel 40

Beim einmaligen Wurfeln ist

Q=1{1,2, ,4,5,6}

Ergebnis {co

der Wk-raum. Ein Ereignis ist zum Beispiel “wurfle eine gerade Zahl”, d.h. A = {2, 4,6}.

Beispiel 41

Eine MUnze werde drei Mal geworfen. Die Ergebnisse sind alle méglochen Wurfsequenzen,

welche zusammengefasst den Wk-Raum
O = {kkk,kkz, kzk, kzz, zkk, zkz, zzk, zz2}
bilden. Ein Ereignis ist z.B. “mindestens zweimal Kopf”, d.h. A = {kkk, kkz, kzk, zkk} C Q.
Definition 2.13 (Spezielle Ereignisse).
e Die Ereignisse {wi},{ws2},... € Q enthalten genau ein Ergebnis und werden

Grundereignisse genannt. Ergebnisse sind also Grundereignisse, aus denen alle
anderen Ereignisse zusammengesetzt sind.

e Das Komplement A eines Ereignisses A, d.h. A = Q\ A heifst Gegenereignis . Es
qilt AUA=Q und AN A=0.
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

e Ereignisse A und B mit AN B = () heiffen unvereinbar oder auch disjunkt.

e Als sicheres Ereignis gilt A = ), und als unmdgliches Ereignis ist A = (). Es ist
P(Q) =1 und P(0) = 0.

Es seien A und B Ereignisse, dann bedeutet A N B, dass A und B eintreten
und A U B, dass A oder B eintreten, wobei betont sein soll, dass es sich um ein
UND-eingeschlossenes ODER im Sinne der Aussagelogik ahndelt.

Beispiel 42 ‘ Beim einmalien Wrfeln ist Q = {1,2,3,4,5,6}. Zu C: “Augenzahl durch drei teiloar” und
B: “Augenzahl durch zwei teiloar” ist C' N B = {6}, bzw. “Augenzahl durch drei teilbar UND
Augenzahl durch zwei teilbar” und C'U B = {2,3, 4,6}, bzw. “Augenzahl durch drei teiloar
ODER Augenzahl durch zwei teilbar”:

Den Wk-Begriff der Laplace-Wk, den wir in Definition 2.10 kennengenlernt haben ist intuitiv
und bietet einen leichtfuBigen Zugang in dieses Thema, da er Situationen behandelt, die
uns aus dem Alltg bekannt sind. Sobald wir aber die Situation “alle Mdglichkeiten treten
gleichwahrscheinlich auf” verlassen, wie es etwa bei einem gezinkten Wurfel der Fall ist,
brauchen wir einen Ubergeordneten Wk-Begriff. Eine abstraktere, allgemeingultige Definition
erhalten wir durch den axiomatischen Ansatz in

Definition 2.14 (Wahrscheinlichkeit von Kolmogorow ). Die Wahrscheinlichkeit auf einem
Ergebnisraum 2 ist eine Abbildung

P: {A]| ACQ}—[0,1]
mit folgenden sogenannten Axiome von Kolmogorow ertfiillen:

[Ko 1] Fir jedes Element A gilt
0< P(A)<1.

[Ko 2] Das sichere Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1:
P(Q)=1
[Ko 3] Sind A und B unvereinbare Ereignisse, d.h. AN B =0, so gilt

P(AUB) = P(A) + P(B).

Beispiel 43 \

(1) Die Wahrscheinlichkeit beim Waurfeln ist eine Laplace-Wahrscheinlichkeit, denn alle
moglichen Falle treten mit gleicher Wk auf. Obendrein genutgt sie den Axiomen von
Kolmogorow.
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(2) Anders verhdit es sich beim gezinkten Wurfel: Es sei etwa P(1) = 1 und P(i) = &+
G =2,...,6). Die Wk, eine 1 zu wurfeln ist groBer, als die eine 2 zu wurfeln. Um die Nicht
Laplace-Wk hier auch rechnerisch einsehen zu kénnen, bendtigen wir zundchst noch

ein paar Rechenregeln.

Satz 2.15.

1. Wahrscheinlichkeit des komplementdren Ereignisses: Fir ein beliebiges FEreignis
A CQ gilt B
P(A)=1-P(A).
2. Wahrscheinlichkeit von Teilmengen: Fiir zwei Ereignisse A, B mit A C B gilt
P(A) < P(B).
3. Additionssatz fiir beliebige Ereignisse: Fiir beliebige Ereignisse A, B C Q) gilt
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Beweis Satz 2.15:

(1) Esist ANA =0 und AU A = Q. Damit gilt

Andererseits gilt auch

(K03)

P(AUA) =" P(A)+P(A).
Zusammen fiihrt das auf die Behauptung
P(A)+P(A)=1 < P(A)=1-P(A).

(2) Da A C B gilt fir A:== B\ A, dass AUA =B und AN A= ist. Mit (1) gilt:

P(AUA) = P(A) + P(A) = P(B) = P(A) < P(B)
—~—

>0

(8) Wir stellen zundchst fiir Ereignisse A und B mit A C B folgende Uberlegung an:
P(A) = P(A\B)UB) "=’ P(A\ B) + P(B)
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

P(A\ B) = P(A) — P(B)

Das konnen wir nun verwenden fiir

—~

A\ (ANB))U(ANB)U(B\ (AN B)))

A\ (ANB))+ P(ANB)+ P(B\ (AN B))

A) — P(ANB)+ P(ANB)+ P(B) — P(AN B)
A)+ P(B) — P(ANB)

OJ

Beispiel 44

zu Punkt (1) in Satz 2.15‘ Manchmal ist es einfacher die Wk des Gegenereignisses zu be-

rechnen. Die Differenz zu 1 liefert dann den gesuchten Wert. Es sei nach der Wk des Er-
eignisses A:"der Wert ist mindestens 3” im Wurfelexperiment gefragt. Das Gegenereignis A
beinhaltet die Negation von A, also —(“der Wert ist mindestens 3”) = “der Wert ist nicht
mindestens 3” oder anders formuliert “der Wert ist 1 oder 2”. Es ist also

A : “derWert ist genau 1"V “der Wert ist genau 2" =: A; U A,

und dann gilt

_ _ — 1 1 2
P(A)=1-P@A)=1-PA)-P(A)=1--—->=2.
6 6 3
Die |dee besteht darin, die Ereignisse so zu formulieren, dass man leicht berechenbare klei-
ne Terme hat deren Wahrscheinlichkeitswerte dann einfach nur noch verrechnet werden
mussen.

Wir haben bisher Rechenregeln fur die Wk von Vereinigung von Ereignissen und Differenzen
von Ereignissen. Was uns noch fehlt ist eine Regel fur den Schnitt, also die logische UND-
Verknupfung von Ereignissen. Das funktioniert an dieser Stelle nicht allgemeingultig. Wir fuhren
dazu folgende Definition ein:

Definition 2.16 ((un-) abhégige Ereignisse ). Zwei FEreignisse A und B heiflen
unabhdngig, wenn
P(ANB)=P(A)-P(B)

gilt. Sonst heiflen Sie abhdngig.

Es stellt sich hier die Frage, ob sich zwei Ereignisse gegenseitig beeinflussen, d.h. wirkt sich das
Eintreten des einen Ereignisses auf das Eintreten des anderen aus oder nicht?

Beispiel 45

Ein Wurfel wird ein Mal geworfen.
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

(a) Wir betrachten die Ereignisse A : “Die Zahl ist eine 1 oder eine 2", sowie B : “Die Zahl
ist gerade”. Die Ereignisse A und B sind unabhdngig. Es gilt hier

P(ANB) = P({2}) =

und

P(A)-P(B):%gzé.

Wir sehen hier aus rein rechnerischen Grinden, dass die Bedingung fur Unabhdangigkeit
erfullt ist. Aber auch anschaulich ist klar, dass das Eintreten von B in keinem Zusam-
menhang vom Eintreten von A steht.

(b) Anders verhdlt es sich in diesem Fall: Wir betrachten die Ereignisse B wie vorher und
C' : “Die Zahl ist ungerade”. Die Ereignisse B und C' sind nicht unabhdngig. Wenn B
eintritt ist klar, dass C' nicht eintritt und umgekehrt. AuBerdem ist der Schnitt leer und
damit

P(CNB)=0,

was bedeutet, dass per Definition die beiden Ereignisse abhdngig sind.

Satz 2.17. Sind die Ereignisse A und B unabhdngig, so sind auch die Ereignisse A und
B, die ereignisse A und B sowie die FEreignisse A und B unabhdngig.

Beweis Satz 2.17:

Aus
ANB=B\A=B\(ANB)

folgt direkt

P(ANB) = P(B\ (AN B))
— P(B) — P(AN B)
— P(B) — P(A) - P(B)
— P(B) (1 - P(A))
— P(B)- P(4).

Der Fall BN A wird in analoger Weise bewiesen.
Dann noch den letzten Fall. Dazu sehen wir ein,dass AN B = Q\ (AU B) gilt. Im
Zweifel malen Sie sich ein Venn-Diagramm dazu. Damit gilt jedenfalls
P(ANB)=P(Q\ (AUB))

= P(Q) - P(AUB)

=1-P(A) — ( )+ P(AOB)

=1-P(A) —
= (1 -P(B)) - P( )(1 P(B))
= P(B)-P(A).
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

O

Wahrscheinlichkeiten, die Uber logische UND-Verkntpfungen definiert sind nennt man auch
mehrstufige Versuche . Mehrstufige Versuche haben wir schon kennengelernt bei der Be-
tfrachtung des Wurfelexperiments, wenn ein Wurfel mehrfach geworfen wird. Auch ein ein-
maliger Wurf mehrerer Wirfel, kann als mehrstufiger Prozess verstanden werden, da es keine
Rolle spielt on Wurfel gleichzeitig oder hintereinander gewurfelt werden. Jeder Wurf bringt
eine Wahrscheinlichkeit zu Tage und stellt einen Sachverhalt dar. Die einzelnen Sachverhal-
te werden multipliziert. Auf diese Weise ergibt sich das sogenannte Baumdiagramm eines
mehrstufigen Versuchs. Es erlaubt auch bei nicht Laplace-Wkein einfaches Aufmultiplizieren
der Wahrscheinlichkeiten der einzelenen Stufen. Wir betrachten am besten ein Beispiel dazu:

Beispiel 46

Baumdiagramm | In einer Urne befinden sich 5 weisse und 3 schwarze Kugeln. Wir ziehen 3

Kugeln hintereinander ohne die gezogenen zurtckzulegen. Gesucht sind die Wahrscheinlich-
keiten aller acht moglicher Ereignisse in 2 = {www, wws, wsw, wss, sSww, sws, SSw, s }.
Alle modglichen Ergebnisse veranschaulichen wir nun in einem Diagramm folgender Art:

Baumdiagramm Pfad

Wir interessieren uns fur das Ereignis A = {wsw}. Die Wahrscheinlichkeiten eines Pfades
werden multipliziert:
5 3 4 5

Die Wahrscheinlichkeiten mehrerer Pfade werden addiert. Sei B ="mindestens zwei schwar-
ze Kugeln™:

P({(wss, sws, ssw, sss)}) = P({wss}) + P({sws}) + P({ssw}) + P({sss})
3

30+30+30+6 96 2
= = — = -~ 0.2857142
336 336 7 0285714286

Das Ereignis C' ="hochstens zwei weisse Kugeln” ist ja gleich zu Q \ C, wobei C' = {www}.
Die Wahrscheinlichkeit von C' erhalten wir Uber die Wahrscheinlichkeit des Komplementes C':
5 4 336 — 60

P =1-P(CY=1-P =—1—-——=.-.2 =~ ().821428571
(©) (@) ({www}) LT 236 0.82142857

Allgemein kdnnen wir fur den Umgang mit derartigen Ereignisbdumen folgende Regeln auf-
stellen:
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Formel 9: Baumdiagramm:

e Enflang eines Pfades werden die Stufenwahrscheinlichkeiten multipliziert, dies er-
gibt die Pfadwahrscheinlichkeit.

e Die Pfadwahrscheinlichkeiten verschiedener Pfade, die zu einem Ereignis gehoren,
werden addiert.

Der Vorteil eines Baumdiagramms ist, dass auf Ubersichtliche Art Wahrscheinlich-
keiten berechnet werden kbnnen auch wenn es sich nicht um eine Laplace-
Wk handelt, so wie es im Beispiel 46 der Fall ist. Eine schwarze Kugel zu ziehen ist
wahrscheinlicher als eine weisse Kugel zu ziehen!

Wir sehen im oben abgebildeten Baumdiagramm, dass die Wk, eine schwarze Kugel zu
ziehen variiert, je nachdem wieviele Kugeln, schwarze oder weisse, bereits gezogen wurden.
Wie sich die Wk also verhdlt wird durch andere Umstdnde bedingt. Als bedingte Wahr-
scheinlichkeiten bezeichnen wir Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, die sich auf bereits
eingetretene Ereignisse beziehen. Betrachten wir dazu einfach mal ein Beispiel.

Beispiel 47

Die folgende Tabelle beschreibt die Verbreitung der Rot-Grun-Blindheit bei N = 965

Personen.

Md&nner Frauen total
(M) Q)
normal (N) || 485 436 921
rgb (B) 38 6 44
523 442 965

(a) Die Frage nach dem Anteil der M&nner die Rot-Grin-blind sind kann auch aufgefasst
werden als die Wahrscheinlichkeit, dass ein Mann Rot-Grun-blind ist:

P(BNM) 38

— = —~0.073
P(M) 523
(b) Welcher Anteil der Frauen ist gesund?
P(INNF 4
& = ﬁ ~ 0.986

P(F) 442

(c) Welcher Anteil der Rot-Gran-Blinden ist weiblich?

P(FNB) 6

P(B) 44
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

allgemein: Welcher Anteil von bla ist gaga?

P(blangaga)
P(bla)

Definition 2.18 (bedingte Wahrscheinlichkeit ). Seien A und B zwei Ereignisse mit
P(B) > 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B), d.h. die Wahrschein-
lichkeit von A unter der Bedingung B, gegeben durch

P(ANB)

PUAIB) = =5

Falls die Wahscheinlichkeiten von A und B positiv sind, also nicht Null, kdnnen wir P(A|B)
durch P(B|A) ausdricken und umgekehrt: Es gilt némlich
P(ANB)=P(A|B)-P(B)=P(B|A)-P(A).

Daraus erhalten wir dann
P(A|B) =

T (11)

Satz 2.19 (totale Wahrscheinlichkeit ). Seien A, B Ereignisse mit 0 < P(A) < 1. Dann
lasst sich P(B) ausdriicken als

P(B) = P(BJA) - P(A) + P(B|A) - P(A) (12)
und wird mit totaler Wk des FEreignisses B bezeichnet.

Die totale Wk sammelt alle Wken zu allen Bedingungen. Quasi.

Beweis Satz 2.19:

P(B|A) - P(A) + P(B[A) - P(A) = - (E(Z)A> p(a)+ L (]f(%A) P(A)
=P(BNA)+ P(BNA)
=P((BNAYU(BNA)
=P(BN(AUA)

— P(BNQ)
~ P(B)

Die Gleichungen (11) und (12) fuhren direkt zum
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Satz 2.20 (Satz von Bayes ). Es gilt die Formel
P(BJA) - P(A)
(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A)

PAIB) =

Beispiel 48 ‘ Wir betrachten mal folgenden Ereignisbaum:
(o

P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B|A) - P(A)

V N =02-04+407-06=0.5
A A
)
0.2 0.8 0.7 0.
P(B|A) - P(A)

.3
v _ - P(A|B) = _ _
BIA BIA BIA BIA (4] ),mBmmey+mBmme)
B 0.2-0.4
©0.2:04+407-0.6

=0.16

Es gibt eine enge Beziehung zwischen den Begriffen “Unabhdngigkeit” und
“bedingt Wahrscheinlichkeit”: Falls A und B unabhéngige Ereignisse sind mit
P(B) > 0, so vereinfacht sich die Formel fur P(A|B) zu

P(A|B) = P(A).

Das liegt daran, dass bei einer Unabhdangigkeit der Ereignisse das Ereignis B keinen
Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit vom Ereignis A hat.

Beispiel 49 Von einer Krankheit wei§ man, dass 2% der Bevdlkerung davon befallen sind. Ein Test
diagnostiziert 95% der Kranken und 99% der Gesunden korrekt,

Revalleasuu 4

2;// \\%Z
K &
QSZ/ &% %// \4%

LDk Dl Pela

(a) Wie wahrscheinlich zeigt der Test Diagnose “krank”?
Gefragt ist hier nach der totalen Wk
P(Dg) = P(Dk|K) - P(K) + P(Dg|G) - P(G)
=95% - 2% + 1% - 98% = 2, 88%
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

(b) Wie wahrscheinlich ist man tatséchlich krank, wenn der Test “krank” diagnostiziert? Hier
behelfen wir uns mit dem Satz von Bayes.

P(Dk|K) - P(K)  95% - 2%

P(KIDk) = P(Dg) T 2.88%

~ 65,97%

(c) Wie wahrscheinlich ist man tatséchlich gesund, wenn der Test “gesund” diagnostiziert?

P(D¢|G) - P(G) 98% - 99%

PG1Da) = =55 5~ = 5% 5% + 98% - 99%

~ 99, 9%

Beispiel 50 Eine Fabrik bezieht 80% eines Bestandteils vom Lieferanten L; und 20% vom Lieferanten
L,. Es ist bekannt, dass 12% der Teile von L, und 25% der Teile von L, defekt sind. Bei der
Lieferung werden die Teile durchmischt.

() Mit welcher Wahrscheinichkeit ist ein zufdllig bestimmtes Teil verwendbar?

P(D) = P(D|Ly) - P(Ly) + P(D|Ly) - P(Ly) = 0.8 -0.88+ 0.2 0.75 = 0.854

(b) Ein zufallig bestimmtes Teil ist defekt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt es von Lo?

P(D|Ls) - P(Ls) B 0.2-0.25
(D|Ls) - P(Ls) + P(D|Ly) - P(L1) 0.2-0.25+0.12-0.8

0.8 &
L L2
o/ \38 o,z/ \0_75

DIL1 DIL1 DIL2 DIL?

~ 0.342

P(Lle) = P
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Permutationen sind Variationen der Anordnung von Elementen. P,, beschreibt die Anzahl
maoglicher Anordnungen von n Elementen.

n verschiendenen Elemente: P, =n!
Unter den n Elementen gibt es I Gruppen mit

n!

jeweil k;, v =1,..., I gleichen Elementen: P,(Lkl""’k’) =
i=1 i

Kombinationen und Variationen beschreiben die Anzahl Mbglichkeiten,
die sich aus Urnenmodellen "k aus n” ergeben

ohne Wiederholungen | mit Wiederholungen

ohne Reihenfolge

Kombinationen Cf(bk) = (n) Cf(bk) = (nHl:il)

mit Reihenfolge
Variationen Vn(k) = k! (”) Vn(k) =nk

Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Rechenregeln

Axiome von Kolmogorow

(Koy) Wertebereich < PA)<1
(Koy) sicheres Ereignis P = 1
(Kosz) A,B unvereinbar,dh. AN B = ()
P(AuB) = P(A)+ P(B)

Folgerungen daraus

P(A) 1 - P(A)
allgemein far B C A P(A\B) = P(A)—P(B)>0
& P(A) > P(B)
Additionssatz P(AuB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
= P@) = 0
A und B unabhdngig: < P(AnB) = P(A)-P(B)
bedingte Wk
“wie wahrscheinlich ist A
unter der Bedingungvon B?”  P(A|B) = P(ANB)/P(B)
totale Wk P(B) = P(B|A)P(A)+ P(BJA) P(A)
Satz von Bayes P(A|B) = P(B|A)P(A)/P(B)
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

Beispiel einer Umformulierungsmaglichkeit:

Die WKk, ein defektes Teil (D) von der Firma (L1) zu erhalten ist: P(D|L;)

Die Wk, dass Firma (L1) das defekte Teil lieferte: P(L;|D)

Beispiel einer Wk:

__Anzahl gunstiger Falle
P(A) = Anzahl moéglicher Falle

L&sst sich dann auf diese Weise aufstellen, wenn die mdaglichen Fdlle gleichermaBen
moglich sind (kein gezinkter Warfel hier!)

Laplace-Wk

Baumdiagramm

0.4 0.6
A A
0/ \0.8 0.7/ \).3
BIA BIA BIA BIA

Multiplikation entlag der Pfade

P(BJA)-P(A) = 0.4-02=0.08
P(B[A)- P(A) = 0.6-0.7=0.42

Addition der Pfadrereignisse

P(B) = P(B|A)-P(A)+ P(B|A)- P(A)
= 0.08+0.42=05
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_3_
Differentiation
in hdherdimensionalen RGumen

Am Ende ist es schon so,
dass ich mir das zutraue.

Wir haben Ableitungen von Funktionen bisher als momentante Anderungsrate einer Funktion
F : IR — IR an einem Punkt x € IR kennengelernt. In diesem Kapitel wollen wir uns dem
Ableitungsbegriff fur Funktionen in héheren Raumdimensionen befassen. Wir kébnnen uns
etwa eine Temperaturverteilung in einem Zimmer vorstellen. Jeder Punkt im Raum ist ein
z € IR? und eine Funktion ordnet diesem Punkt eine Temperatur T(x) € IR zu. Wir haben
es ja dann mit einer Funktion 1" : R? — IR zu tun. Von einer Ableitung der Temperatur
erwarten wir nun eine Auskunft dartber, wie sich die Temperatur &ndert, wenn wir den Ort
im Raum wechseln. Nun gibt es da ja jede Menge Richtungen. Im Eindimensionalen war das
nicht der Fall. Sie sehen, dass sich da schon mehr Mbglichkeiten auftun werden.

Generell bedeutet Funktion im Hdherdimensionalen alle Varianten von

u: R" — IR™
T ul (2, ..., 2,)
— ,u' : R"—>R.
Tp um (T, .., Tp)

In Kapitel 3.1 fUhren wir den grundlegendsten Ableitungsbegriff, n&mlich die partielle Ab-
leitung, ein, die eine tragende Rolle spielen wird bei den meisten weiteren Begriffen. Wir
betrachten dabei zundchst nur skalare Funktionen (m=1) mehrer Verdnderlicher (n>1) und
dazu die Anwendungsbereiche Optimierung/Extremalstellen (Kapitel 3.2) und Optimierung
mit Nebenbedingung (Kapitel 3.3). Im letzten Unterkapitel, Kapitel 3.4, werden wir uns ein
paar ausgewdhlte Anwendungen verschiedener Ableitungsbegriffe zuwenden.

Zur Einstimmung betrachten bildliche Darstellungen von den verschiedenen Funktionsarten.

Beispiel 51

m =n = 1. Graph

u: R— 1R

T’

Beispiel 52

m =2, n = 1: Fléche




3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

“ NI
1) AN

AN \‘

) 7 '"’“‘ W ,////m‘:‘::“‘ 2

. i / N

Uu: [0, 27 ) X [O, 27 ) CcCR"— R > i .‘.0‘\\ R\\\\\\‘%‘ i {”;,“\\“\\\.\:‘\“\\\\\“\

% \

4 RN

T o ) //;;/ s A\

il

> sin Ty coS Ta
X2

Beispiel 53 m =1, n = 2: Kurve in der Ebene

w: [0,27) C R — IR?
(@ '
cos
T —

-

sinx

u: [0,47) C R — IR? [
) . -
2 CoST '

x+ 1\sinzx

Beispiel 54 m = 1, n = 3: Kurve im Raum
u: [0,27r) c R — R?
@ CoST 7
r— | sinx )
T N
u: [0,6r) C R — R®
©) 9 cos T ‘
— 1 sinx )
T+ T ‘
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3.1 Ableitungen von Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Beispiel 56 m = 2, n = 3: Flche im Raum (Kleinsche Flasche)

u: R? = IR?
I U1(931’1'2)
. —> U2(1'1,332)
2 U3(l’1,372)
mit
u (21, 2) =2 (1 —sinzy) cosxy
+ (2= coszy) cosmy (2e (T 1)
ug (1, x2) = (2 — cosxy) sinzy
1
us(z1,z2) = 6 sinzy + 3 (2

. (g _3m)2
— cosxy) sinxy coszye (@1-37)

Quelle: Wikipedia
Skalarwertige Funkfionen mehrerer Verédnderlicher finden Sie hauptsdchlich in Mathema-
tikbtichern aus der Rubrik “Analysis II”. Parametrisierungen sind Abbildungen R — IR*? und
IR? — IR®. Einen wertvollen Literturtipp erhalten Sie mit do Carmo (1993).

3.1 Ableitungen von Funktionen mehrerer VerGnderlicher
Wir betrachten zun&chst skalare Funktionen

u:R" = R.

Solche Funktionen beschreiben “Flachen” im IR" ™. Der Wert einer Ableitung oder Steigung
in einem Punkt einer solchen Fl&iche hangt davon ab in welche Richtung man “schaut”.
Infolgedessen haben wir es nun mit sogenannten Richtungsableitungen zu tun.

Definition 3.1 (Richtungsableitung ). Die Richtungsableitung von u am Punkt x € R"
in Richtung y € R" ist gegeben durch den Grenzwert (sofern existent)

0 o uw(@ 4 hy) —u(z)
oy u(z) = }lgr(l) h :

Wir schreiben auch w, oder D, u statt a% u.
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3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

Wenn man eine Fidche mit der Ebene schneidet, die die betrachtete Richtung y
enthdlt so reduziert sich der Ableitungsbegriff auf genau den, den wir schon im
Zusammenhang mit Funtkionen vom Typ f : IR — IR kennen.

Ein Spezialfall einer Richtungsableitung ist die in Richtung der Koordinatenachsen:

Definition 3.2 (partielle Ableitung ). Die partiellen Ableitungen von u am Punkt x € R"
sind gegeben durch

0 . u(x+he) —u(z)

o, =M T
_hmu(xl,...,xi_l,x,»—i—h,xiﬂ,...,xn)—u(xl,...,xn) i1 "
b0 h Ty

Beispiel 56 | Die partiellen Ableitungen von u(zy, 72) = 3 + x1 sin(x) sind gegeben durch
0 u(zy, xe) = 221 + sin(zy)
oz, L T2) = 20 2
% (s, ) (@2)
—u(w1,x9) = 1 cos(xa) .
Dy 1, T2 1 2
Die partiellen Ableitungen von u bei z = (1,2)? sind dann gegeben durch
0 u(1,2) = 2 4 sin 2 ~ 2.9093
8:61 ’ n -
0
—u(1,2) = cos2 ~ —0.41615.
81‘2
Definition 3.3 (Gradient ). Der Gradient einer Funktion u ist gegeben durch
Ug,
grad(u)! = Vu :=
Uy,
V' heifit Nabla-Operator .
Der Nabla-Operator liefert immer einen Spaltenvektor, wérend hingegen der
gradf == (fuy, -+ fu,)
einen Zeilenvektor beschreibt, Die Komponenten sind aber die Gleichen.
Beispiel 57 Der Gradient von u(z1, z2) = x? + z; sin(x) ist gegeben durch

Ty = (um) _ (2 Ty + Sin(l’g)) '
Ug, x1 cos(xs)
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3.1 Ableitungen von Funktionen mehrerer Verdnderlicher

Der Gradient von u(zy, z9) = 2% + 1 sin(z) am Punkt z = (1, 0) ist gegeben durch

(V) @)]_ oy = @ |

Der Gradient ist ein Vektor. Er hat eine Richtung und eine Ladnge

V u(z)
Vou(z) = ||V —
Lange H—/

Richtung

Der Betragt ||V u|| beinhaltet den Wert der Steigung von u am Punkt z in Richtung
Vu

[V ull”

Im folgenden Satz kidren wir Rechenregeln des Gradienten, hinter denen letztlich Rechen-
regeln der partiellen Ableitungen stecken. Es wird nichts Uberraschendes dabei herauskom-
men, da die Rechenregeln fur die partiellen Ableitungen wie zu erwarten, sich wie diejenigen
im eindimensionalen Fall verhalten. Der Vollstandigkeit halber und auch um Sicher zu gehen
werfen wir dennoch einen Blick darauf:

Satz 3.4. Fiir alle Konstanten ¢ € R und Skalarfelder u, v: R" — R gilt:

Ve=0
Linearitt
V(c-u)=c-Vu
Vu+v)=Vu+Vu
Produktregel

Vuv)=uVv+v Vu
V@) =nu""'Vu fir n#0

Beweis Satz 3.4:
UA
O

Im Folgenden wollen wir einen Zusammenhang zwischen partieller und Richtungsableitung
herstellen. Bisher haben wir fUr die Richtungsableitung ja lediglich den Differenzenquotient
notiert, so ist sie definiert. Fur die partielle Ableitung haben wir aber schon eine bequeme
Methode entdeckt, wie wir sie jeweils berechnen kbnnen. Wir werden gleich in Satz 3.6 sehen,
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3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

dass wir die Richtungsableitung Uber die Bestimmung der partiellen Ableitungen berechnen
kénnen. Das ist naturlich sehr viel einfacher, als jeweils einen Grenzwert zu berechenen. Wir
benobtigen nur eben noch zwei Kenntnisse, um den entsprechenden Satz schnell einzusehen.

Wenn wir eine Parametrisierung g : IR — IR™, ¢ +— ¢(t). hier also eine Kurve im Raum, ablei-
ten wollen haben wir es ja nur mit einer Variablen ¢ € IR zu tun. Da sich die Ableitungen auf
jede der m Komponenten von g(t) € IR™ beziehen erhalten wir dort unseren altbekannten
Ableitungebegriff fUr Funktionen im Eindimensionalen:

91 (t)
g(t) = :
9 (t)
Beispiel 58  Erste Ableitung einer Parametrisierung ‘
t 1
g(t) =1 tsint = ¢'(t)=| sint+t¢ cost
t? 2t
0
und ¢"(t) = | 2cost—tsint | , etc.
2

Das ist auch schon alles an Eigenschaften, was wir fUr unsere Zwecke von Parametrisierungen
benodtigen. Damit kbnnen wir nun folgende Definition aussprechen.

Satz 3.5 (Kettenregel ). Sei f: D CR" - R und g : I CTR — R". Dann gilt
d ) ,
o (fog) () = kz:; ag. )i (0).

Beweis Satz 3.5:

Wir beschrinken den Beweis auf n = 2. Er lisst sich sukkzessive auf héhere Raum-
dimenionen fortfiihren. Der Beweis selbst ist ein reines durchrechnen des Differenzen-
quotienten wir die Ableitung:

%f(gl(t), g2(t)) = lim gt 1), g2t 1) = Fgn(D), ga(D))

h—0 h

Wir addieren eine Null

— i (L0 0.00) = 000

h—0 h

flor(t + 1), go(t + 1)) — f(g1(t + h>792<t>>)
h

_|_
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3.1 Ableitungen von Funktionen mehrerer Verdnderlicher

und multiplizieren mit Fins

~ lim (f<gl<t+ h). 92(t) = i), 2(8)  gr(t+h) = 1()

h—0 gi(t+h)—q(t) h
+f(91(t+h)7gz(t+h)) fgi(t+h),g2(1) g2t +h) —gz(t)>
g2t +h) — go(t h

In jedem Summand stecken Faktoren, die Differenzenquotienten darstellen. Mit h =
gi(t + h) — g;(¢t) firi e {1,2} gilt auch g;(t + h) = g;(t) + h und damit:

= lim

(f(!h (t) + 1. ga(t) = f(g1(2), g2(1)) g1(t +R) — gu(t)

h,h—0 h h
St + 1), galt) + 1) = F(a(t 1 7). g2(1)) galt 1) ~ gz<t>)
h h
= [0 (9)91(t) + f0.(9)g5(t)

Beispiel 59 | Erst mal ein einfaches Beispiel: Es sei f(x) = x1 - x5 und g(t) = (¢, ). Dann ist

(fog)t) =gi(t)- got) =t -t =17

Direkt nach t abgeleitet ergibt
(fog)(t) =2t

und der Weg Uber Ketftenregel sieht so aus:

(fog)(t) = fo(9)g1(t) + [5,(9)gs(t) = ga(t) - 1+ gu(t) - 1 =t +t =2t

Jetzt etwas schwieriger

Beispiel 60 ‘Es sel f(z) = f(z1,22) = 71 + 22 cosz1 und g(t) = (5°7). Dann lautet die Verkettung

sint

(fog)t) = f(g1(t),g2(t)) = g1(t) + g2(t) cos g1 (t) = cost + sint cos(cost) .
Leiten wir diese Funktion nach ¢ ab, so erhalten wir
(fog)(t) = (cost +sintcos(cost)) = —sint + cost cos(cost) + sin® ¢ sin(cost) .
Das gleiche machen wir nun Uber die Kettenregel und verwenden dazu die Ableitungen
gy(t) = —sint und gh(t) = cost
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3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

und

4

for =1 — 29 sinz fo(9) = 1 — ga(t) sing(t)

fo:(g9) = cos g1 (t) .

4

fzy, = cOS 124

Jetzt die Kettenregel:

d

() = For 91 () + fon95(t)

= (1 — go(t) singy(t))(—sint) + cos g1 (t) cost
= —(1 —sint sin(cost)) sint + cost cos(cost)

Voild!

Das war die Kbnigsetappe, aber die muhevolle Arbeit wird belohnt werden. Wir erhalten jetzt
ein Werkzeug, mit dessen Hilfe wir bequem jede Richtungsableitung berechnen kdnnen:

Satz 3.6 (Zusammenhang zwischen Nabla-Operator und Richtungsableitung). Sei v €
R™ mit ||v]| = 1. Dann gilt
Vu-v=u,.

Beweis Satz 3.6:

Bei der Richtungsableitung betrachten wir ja die Anderungsrate von u am Punkt z in
Richtung v. Das reduziert unseren Ausdruck auf eine eindimensionale Ableitung und
es gilt:

u, = —u(r+tv

dt ) ‘t:O

fir gt) =x+tv = (x1+tv,ze +te)" = (g1(t), g2(t))" schreiben wir

= Sulg0)],.,
— %u(gl(t),gz(t))to

und mit der Kettenregel erhalten wir

= (ug, 91(1) + g, 63(1)) |,
= Ug, 1 + Ugy V2

=Vu(z)- v
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3.1 Ableitungen von Funktionen mehrerer Verdnderlicher

O

Folgerung: Aus Satz 3.6 kdnnen wir direkt folgern, dass der Gradient einer Funktionu : IR"™ —
IR immer in Richtung des steilsten Anstiegs zeigt, denn es gilt Vv € IR™ mit ||v|| = 1

juy| = [Vu- v = [[Vull [v[| cos Z(Vu,v) < [[Vull [[v]| = [Vl
<1

Da der Gradient immer in Richtung des steilsten Anstiegs Am Punkt z zeigt ist ent-
sprechend —Vu die Richtung des steilsten Abstiegs. Man sagt auch Flussrichtung
zu —Vu. In diese Richtung wlrde an diesem Punkt Wasser flieBen.

Diese Eigenschaft macht den Gradienten zu einem zentralen Element bei der Differentiation
in hdheren Raumdimensionen. Er findet Einsatz bei der Modellierung, sobald etwas flieBt;
ob das ein Temperatur- oder Druckausgleich ist, Wasser, Lawinen, eine Konzentration einer
chemischen Substanz in einer Fllssigkeit, ein Elektronenfluss oder Ahnliches.

Beispiel 61

Der Wert des steilsten Anstiegs von u(z1,9) = 23 + x1 sin(xy) am Punkt z = (1) ist

gegeben durch: ’
o= |(an)| |01

Uu
Eine beliebige Richtungsableitung erhalten wir durch

Vu-v= <2> . <V1) =211 4+ 15.
1 1)

Eine kleine, handliche Notation, um kurzerhand die Stetigkeit und Differenzierbarkeit einer
Funktion zu beschreiben bietet die folgende

Definition 3.7. Es sei D C R". Die Funktion f : D — IR heifit auf D
k-mal stetig differenzierbar , falls alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k existieren
und stetig sind. Wir schreiben

feC*D):={f:D->R| f™ecC”D), m<k}

Mit Ableitungen bis zur Ordnung (m) meint dabei m partielle Ableitungen in alle mdglichen
Achsenrichtungen. Also bei m = 1 bezeichnet f(l) erste Ableitung in x1- und erste in xs-
Richtung und fur m = 2 meint f(2) zwei Ableitungen in Richtung z1, also f,,.,. zZwei in
Richtung x5, also f,,., und Mischformen, d.h. erste in x1, zweite in x5 und umgekehrt, also

Sz, UNA frpa, .
Werfen wir also noch einen Blick auf Ableitungen héherer Ordnung grad von V:

X ad x xx x
grade—grad(f)—<gr f)—(f fy)
fy gradfy fyaﬁ fyy
Diese Matrix, die fur diese Art zweiter Ableitung steht hat einen Namen:
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3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

Definition 3.8 (Hessematrix ). Sei f € C*(D), D C R". Dann heifit die Matriz

f;tlac1 e faclxn
Hf=| z
f:r:n:c1 e fxnxn
Hessematrix der Funktion f.

Dabei meint
o0 f
fxixj -

8:Ei(9xj

erste partielle Ableitung in Richtung x; und zweite partielle Ableitung in Richtung x;.

Beispiel 62

|Es sei f(x) = 2%, + 3, dann gilt

fx1 :27 fa:2:3x%7
f$1x1 :0, fmzz :O,
fmgxl :07 fxgxg :6=T2‘

Die Hessematrix lautet dann
0O O
Satz 3.9. Sei D C R" und f € C*(D), dann gilt

f  Of
Or0r;  O0x,;07

VI<ij<n.

3.2 Extremwertberechnung

Wie im eindimensionalen Fall ist man bei Funktionen mehrerer Ver&nderlicher an Extremwer-
ten interessiert.

Definition 3.10 (lokales Extremum ). Sei f € C°(U(z)), * € R". Ein lokales Extremum
von f ist gegeben, wenn
f(@) = f(s) Vs e U(x)
bzw fz) < f(s) Vs € U(x)

Definition 3.11 (stationirer Punkt ). Es sei D C R™ und f € C'(D). Die Stelle s € D
mat

(Vf)(s)=0

heifst kritische Stelle oder stationdrer Punkt von f.
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3.2 Extremwertberechnung

Bei einem lokalen Extremum gilt
Vf=0,

falls f € C'(U(z)). Aber Achtung: Wir werden sehen, dass dies kein hinreichen-
des Kriterium ist. Stationdre Punkte sind lediglich Kandidaten fur Extremstellen;
mehr nicht.

Beispiel 63

Extremstelle | Fur f(z,y) = 2? + y? git

o) - ()

f hat bei (0,0) ein Extremum, was man leicht einsieht, wenn man sich den Graphen dazu
anschaut.

Beispiel 64

Sattelpunkt| Fur f(z,y) = 22 — y? gilt

()0 e ()

f hat aber bei (0, 0) kein Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

Die Frage, die sich nun stellt ist “wann ist ein Extremum ein Maximum und wann ein Minimum?”

Wir brauchen etwas Analoges zum eindimensionalen Fall, da galt ja fur Funktionen f : IR —

IR bei f'(s) =0
f'(s)
f'(s)

A
A

0 f(s) <0 Maximum
0 f

"(s) >0 Minimum

Das Pendant zur zweiten Ableitung im eindimensionalen Fall, welche daos
Krummungsverhalten - wohlbemerkt das Verhalten nicht die Krummung selbst! - eine
Kurve beschreibt, je nach Vorzeichen, ist im héherdimensionalen durch die Definitheit der
Hessematrix gegeben. Wir erinnern uns an Inhalte der Linearen Algebra:

Definition 3.12 (Definitheit ). Fine quadratische Matric A € R™" heifit
positiv (semi) definit , falls

(Az, z) (i) 0 VzeR"\{0},

negativ (semi) definit , falls

(Az, ) (§) 0 VaeR™\{0}

und heif$t indefinit , falls es Vektoren x,y € R™ \ {0} gibt mit
(Az,z) <0 < (Ay,y).
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Einesist schnell klar: Wenn die Matrix positiv definit ist, so mUssen die Diagonalelemente positiv
sein, denn (Az, z) > 0 Vx bedeutet insbesondere auch fur die Einheitsvektoren e;, und zwar
alle. Und dann gilt nédmlich (Ae;, e;) = Ay > 0. Die Umkehreung gilt allerdings nicht. Wenn
die Diagonalelemente einer Matrix alle positiv sind, heisst das noch lange nicht, dass die
Matrix positiv definit ist. Dazu ein Beispiel:

Beispiel 65

1 0
A=
ist nicht positiv definit. Berechnen Sie (Az;, z;) mit 21 = (}) und 2, = (}). Sie erhalten dann

<AJ]1,ZL‘1> =-1 und <AZL’2,I2> =1.

Da stellt sich naturlich die Frage, wie man generell diese Begingung prufen kann. Wir kbnnen
janicht alle x € IR™ ausprobieren! Wir werden einige Methoden kennenlernen, die sich alle
auf symmetrische Matrizen beziehen. Das macht aber nichts, denn mit dem folgenden Satz
kébnnen wir kldren, wie man sich geschickt in die Situation mandvriert, bezlglich Definitheit
immer eine symmetrische Matrix vorliegen zu haben.

Satz 3.13. FEine quadratische Matriz A, die nicht notwendigerweise symmetrisch ist, ist
genau dann positiv definit, wenn ithr symmetrischer Anteil

1
—(A+ AT
L (A+ A7)
positiv definit ist. Entsprechendes gilt fiir "negativ Definitheit” und ”Semidefinitheit”.

Beweis Satz 3.13:

0<< A+ ANz, 2 >=< Az,x >+ < ATz, x>
=< Ar,z>+<zx,Ar>=2< Az, x>

OJ

Beispiel 66

Der symmetrische Anteil der Matrix A in Beispiel 65 lautet

1 T 1 1 0 1 -3 1 2 =3
§<A+A>_§<<—3 1)*(0 1))‘5(—3 2)'
Der Test mit den gleichen x¢, und x4, liefert

(Azy,21) = =1  und (Azg, x9) =1
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3.2 Extremwertberechnung

und somit Indefinitheit der Matrix % (A + AT) und mit Satz 3.13 folglich auch Indefinitheit der
Matrix A.

Wir kdnnen uns fortan auf symmetrische Matrizen beschrénkten, wenn das von Noten ist,

Satz 3.14 (Kriterium von Sylvester /Hurwitz-Kriterium ). Es sei A € R™" eine sym-
metrische Matriz und M, € R¥** bezeichnen die n fiihrenden Hauptminoren von A:

My = (Aij)lgi,jgkﬂ
Dann gilt:
o A ist positiv definit, wenn gilt
det M, >0 Vk,
das heifit, wenn die Determinanten aller n fihrender Hauptminoren positiv sind.
o A ist negativ definit, wenn gilt

det M, = (—1)ka, Cp,>0.

das heifst, wenn die Determinanten der geradzahligen Hauptminoren positiv und
die anderen negativ sind.

Sind keine der beiden Figenschaften gegeben, so liefert dieses Kriterium keine Aussage.

(ohne Beweis)

Beispiel 67

(a) Die Matrix

(1)

besitzt zwei fUhrende Hauptminoren, ndmlich

Mlz(l) und M2:<; g):A

Die entsprechenden Determinanten
detM; =1 und detMy=1

sind alle positiv und damit ist A positiv definit.
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(b) Die Matrix

besitzt drei fUhrende Hauptminoren, nédmlich

-3 =3 1
) und M3;=1| -3 =5 0 =B.
1 0 -4

-3 =3

Mlz(—3),M2:<_3 :

Die entsprechenden Determinanten
det Mi = -3, det Mo =6 und det M3 = —19

zeigen ein alternierendes Vorzeichen, jeweil negativ bei ungeradzahligen Minoren. Infol-
ge dessen ist A negativ definit.
1 1

ist nicht symnmetrisch. Wir betrachten also ihren symmetrischen Antell
1 2 -1
Ag = — .
°T 2 < -1 2 )

det My, det My >0

(c) Die Matrix

Es ist

und daher sind Ag und auch A positiv definite Matrizen.

Den Faktor % beim symmetrischen Anteil, kann man bei der Untersuchung auf
Definitheit auch ignorieren. Es geht ja hier nur um das Vorzeichen.

Wir kbnnen bereits jetzt schon einige Félle durch bloBes Hinschauen und ein wenig den Kopf
neigen herausfinden. Uberzeugen Sie sich:

Beispiel 68

4) (4) G (L)

indefinit neg. def. ? pos. definit

Das linke Beispiel klart sich direkt durch das wechselnde Vorzeichen auf der Diagonalen. Bei
der zweiten Matrix erhalten wir als Determinante des zweiten fUhrenden Hauptminors den
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3.2 Extremwertberechnung

Wert Null, so dass dieses Kriterium keine Aussage liefert. Bei der dritten Matrix kdnnen wir
das Hurwitz-Kriterium im Kopf durchrechnen. Zur Bestimmung der Definitheit der Matrix ganz
rechts, betrachten wir den symmetrischen Anteil und erhalten Ubder das Hurwitz-Kriterium,
dass dieser positiv definit ist, also gilt das auch fur die urspringliche Matrix.

Das Hurwitz-Kriterium liefert zwar eine Moglichkeit, wie man relativ einfach nachrechnen
kann, wie es um die Definitheit einer Matrix bestellt ist, allerdings deckt es nicht alle Félle ab
(siehe Beispiel 68). Meistens sind die Matrizen, deren Definitheit nicht mit dem Hurwitz-Kriterium
geklart werden kdnnen indefinit. Allerdings kann man sich dessen nicht sicher sein.

Ein Kriterium, das auf jeden Fall Auskunft liefert, aber etwas rechenaufwendiger ist beinhaltet
der folgende
Satz 3.15. Es seien \q,..., N\ € R, | < n FEigenwerte der symmetrischen Matriz A €
IR™*"™ Dann gilt
Ay N > (2)0 = A st positiv (semi-) definit
Ay N < ()0 = A ist negativ (semi-) definit
I | NN <O = A ist indefinit
Beweis Satz 3.15:

Da A symmetrisch ist gibt es n Eigenvektoren vy, ..., v,, die eine Orthonormalbasis

(ONB) des R"™ bilden (Lineare Algebra), das heifit es gilt
< Vg,V >= 5@' .

Dabei beschreibe

P 1 fari=j

Y10 fardi #£ g
das Kronecker-Symbol . Es kann also jedes x € R" als Linearkombination der ONB
dargestellt werden

r = Z ; U;
i=1

Damit qult
n n n n
< Ar,x > = AZaivi,Za]vj = ZazAvi,Zaﬂv]
i=1 Jj=1 i=1 j=1
n n n n
= ;A\ V;, Z ajv; ) = Z ;N Z a; (vi,v;)
i=1 j=1 i=1 j=1
n n n n
2
= Oéi)\i Z OZj 52’]’ = ZO@)\iOZi = Z (Yi /\z
i=1 j=1 i=1 i—1
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Daraus ergibt sich direkt, dass die Vorzeichen der X\; die Definitheit der Matriz A
bestimmen.

OJ

Beispiel 69

Betrachten wir die dritte Matrix aus Beispiel 68, deren Definitheit noch ungeklart ist.

=(a7)

)\1:0 und )\2:5

hat die Eigenwerte

und ist folglich positiv semidefinit,
Es gibt noch ein weiteres Kriterium, dass leicht UberprUfbar ist, welches sich auf stark diago-
naldominante Matrizen bezieht.

Definition 3.16 (diagonaldominante Matrizen ). Falls fiir eine Matriz A € R™"

> ayl < (Dlag| Vi=1,....n
=1
i

gilt, so heifst sie stark (schwach) diagonaldominant.

In Beispiel 68 sind die zweite und die dritte Matrix stark diagonaldominant, die jeweils anderen
nicht. Wenn eine Matrix diese Eigenschaft hat, dann wirkt sich das derart stark auf die GréRBe
der Eigenwerte aus, dass sie entsprechend alle ein positives Vorzeichen erhalten.

Satz 3.17. FEine reelle, symmetrische, stark/schwach diagonaldominante Matriz mit
nichtnegativen (nichtpositiven) Diagonaleintrigen ist positiv (negativ) definit/semide-

finit.

(ohne Beweis)

Die Aussage des Satzes 3.17 ist eine Implikation. Die Umkehrung gilt nicht. Es kann
durchaus positiv definite Matrizen geben, die nicht diagonaldominant sind.

Beispiel 70

1. Die symmetrische Matrix
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ist stark diagonaldominant mit positiven Diagonalelementen und somit positiv definit.
Dieses Ergebnis wird von Hurwitz bestatigt:

det M =4>0,det My =20 >0 und detM3="70>0

. Die symmetrische Matrix

4 -2 1
A=| -2 -6 -3
1 -3 =5

ist stark diagonaldominant mit negativen Diagonalelementen und somit negativ defi-
nit. Dieses Ergebnis wird von Hurwitz bestatigt:

det M = —-4<0,det My =20 >0 und det M3=—-46 <0

. Die symmetrische Matrix

4 -2 2
A= -2 6 -3
2 =3 5

ist nur schwach diagonaldominant mit positiven Diagonalelementen. Sie ist demnach
zund&chst positiv semidefinit. Semidefinitheit beinhaltet Definitheit. A kébnnte also durch-
aus auch positiv definit sein. Was sagt Hurwitz dazu?

detM1:4>0, detM2:20>0 und detM3:64>0

Die Matrix A ist tatséichlich positiv definit.

. Die symmetrische Matrix

ist gar nicht diagonaldominant. Was sagt Hurwitz dazu?

det My =4>0,det My =20 >0 und detM3;=—-16<0

Der weiB das also auch nicht.
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Formel 10: Vorgehensweise bei der Untersuchung der Definitheit einer Matrix:

1. Diagonale Gibt es wechselnde Vorzeichen auf der Diagonale?
Wenn ja ist die Matrix indefinit
2. Symmetrie Ist die Matrix symmetrisch?
Wenn nicht betrachte weiterhin inren symmetrischen Anteil A + AT
3. Diagonaldominanz
Ist die Matrix diagonaldominant?
Achtung: Liefert dieses Kriterium Semidefinitheit ist bei Bedarf
immer noch auf Definitheit zu prifen
4. Hurwitz/Sylvester
Liefert dieses Kriterium eine Aussage?
5. Eigenwerte  Hat die Matrix nur postive/negative Eigenwerte?

Sie kbnnen immer eine Aussage Uber die Beschaffenheit der Eigenwerte erhalten. Die
Schritte sind nach Schwierigkeitsgrad geordnet. Viele Fdllen I6sen Sie schon durch ge-
schultes Hingucken bei Schritt 1 bis 4, manchmal auch 5.
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Der folgende Satz liefert uns nun den Zusammenhang von Definitheit und unserem eigent-
lichen Anliegen, ndmlich entscheiden zu kbnnen, ob ein stationdrer Punkt, ein Kandidat
also fur eine Extremstelle, tatséichlich ein solcher ist und wenn ja, ob es sich um ein lokales
Maximum oder Minimum handelt.

Satz 3.18. Sei f € C*(D) und s € D C R" mat

Vf(s)=0.
Dann 1ist
s lokales Minimum, wenn H f(s) positiv definit ist,
s lokales Mazximum, wenn H f(s) negativ definit ist,

s kein lokales Extremum, wenn H f(s) indefinit ist.

Bei Semidefinitheit lisst sich das Kriterium nicht anwenden.

(ohne Beweis)

Beispiel 71

Wir suchen lokale Extremstellen der Funktion

1
f(a:,y):2x2—|—a:y2—§y3—8x. (13)

Schauen wir zunéchst nach stationdren Punkten. Der Gradient
2
+4x—8
2¢y —y

verschwindet an den Stellen

-2 2 1
Links in Abbildung 6 sind die entsprechenden Stellen geplottet. Selbst mit der Graphik ist nicht
klar auszumachen, welche dieser Stellen tatséichlich Extremalstellen darstellen.
Sehen wir uns also die Hessematrix an. Diese lautet zun&ichst
4 2y
H = .

Diese werten wir fUr die drei Kandidaten aus und untersuchen die Definitheit an den entspre-
chenden Stellen:

Hf(K) = ( _44 _48 ) indefinit = K ist kein Extremum
Hf(K,) = ( E)l Z ) pos. definit = K ist ein lok. Minimum
Hf(K3) = ( j _42 > indefinit = K3 ist kein Extremum
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Seitenansicht Sicht von “oben”

Abbildung 6: Graph der Funktion (13)

Demnach hat f(z) ein einziges lokales Extremum und zwar ein lookales Minimum bei Ky =
(2,0).

Genau wie im eindimensionalen untersucht man die Funktion am Rand des Gebietes auf
lokale Extrema. Die kann es ja geben auch wenn kein stationdrer Punkt vorhanden ist. Im
Hoherdimensionalen haben wir es dann mit Richtungsableitungen zu tun. Aus diesem Grund
schauen wir uns die Richtungsableitungen fur sihc nochmal kurz an. Dann haben wir es spéter
leichter. Es ist ja fur eine Funktion f : IR"™ — IR die Richtungsableitung von f in Richtng
v € IR" mit ||v|| = 1 gegeben durch

fo=Vfv=fovi+ ot fotn=D fovi.
=1

Genau so machen wir es mit der zweiten Richtungsableitung. Wir wollen die Richtungsablei-
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tung von f,, in Richtung w € IR, ||w|| = 1, dann ist das doch

fow=Vfy-w (VW haha 3))
=V (Vf-v) w
= v (fﬂflvl + e —I— f$nvn) " w
(ffflvl ot f:vnvn)wl wq
(fxlvl +-+ fxnvn>1’n Wy,
fxlxlvl+"'+fxnxlvn wq
leznvl+"'+fznznvn W,
fﬂflm fxnm U1 w1y
R fxlrn fa:nwn | Un Wp,
_HfT

=vTHf w=<v,Hf w>

Wir haben also insgesamt eine bestechend Ubersichtliche Form der Richtungsableitungen.
Die erste wird Uber den Gradienten geliefert und die zweite Uber die Hessematrix:

Formel 11: erste und zweite Richtungsableitung: Essei f,: IR” — IR, f € C?*(IR") und
v,w € IR" mit [|v|| = ||w|| = 1. Dann gilt

fo(z) =V f(z)-v
fow(x) =< v, Hf(x)w >

Beachten Sie, dass die Richtungen der Richtungsableitung in Formel 11 konstante
Richtungen sind, die nicht von z € IR" abhdngen. Wir werden spater (Kapitel 3.4)
auch Ableitungen in Richtung ortsabhdngiger Richtungen berechnen.

Beispiel 72

Die Funktion (13) in Beispiel 71 leiten wir einmal in Richtung v = (1, —2)\%5 und ein zweites

Mal in Richtung w = (—2, —1) = ab:
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f'uw =< ’U,wa>

B 1 (4 2y -2\ 1
_(1’_2)ﬁ<2y 296—29)(—1)_5
1 —8—2y
_5(1’_2)(—4y—2x+2y)

1

Beispiel 73 Es sei die Funktion

f(x) =2} — 1827 + 81z + 1225 — 144 25 + 24 71 2 (14)
definiert auf dem Dreieck

D={reR? |2, >0, 15 >0, 21 + x5 < 10}.

Wir suchen Extremwerte von f auf D. Kandidaten sind nun nicht nur stationdre Punkte im
Inneren des Dreiecks D, sondern auch stationdre Punkte auf dem Rand 0D des Dreicks und
Werte in den Eckpunkten des Dreiecks.

Seitenansicht Sicht von “oben”

2000

' 2500

£ 4 2000
1500

1000 £ o 1500

500 £ o 1000

E - 500

0
I -500

-500
10

y 0 0 X
Graph mit Kandidaten fiir Extremalstellen Hohenlinien in 20-er Schritten

Abbildung 7: Graph der Funktion (14)

Wir gehen die einzelnen Punkte nacheinander durch:
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1. Im Innern D:

322 — 3621 + 81 + 24 1, .
Vf= ! =0 < = = K
/ ( 24 1y — 144 + 24 2, = 0

Die Hessematrix von f lautet

(V% 2)

und man sieht direkt, dass
—6 24
eine indefinite Matrix ist. K ist also kein Extremum. Schade eigentlich.

2. Auf den Seitenkanten:
Essei 0D = S; U Sy U S3 mit

Slz{xeaD‘Ogﬂﬁlglo,l@:O}
52:{x€8D|x1:0,0§x2§10}
ng{xeaD\ngl,@SlO,x1+x2:10}

Wir haben nun zwei Méglichkeiten: Entweder wir schrénken die Funktion jeweils auf
eine Kante ein und erhalten dadurch eine neue Funktion, die nur noch von einer
Variablen abhdngt

322 — 361, +81—|—24:U2> (1

n =V[f-v= = 3] — 36 81+ 2475
Ju=Vi-u ( 24 7y — 144 + 24 1, 0) T bm el S

Diese Ableitung ist aber ja noch auf ganz D gegeben. Wir interessieren uns nur fur
Punkte auf S;. Es gilt also x5 = 0 und damit erhalten wir

f”l\sl =327 — 362, +81.

Wir erhalten unuberraschenderweise das gleiche Ergebnis wie vorher, also auch die
gleichen Kandidaten K7 und K5. Um auf Extrema zu untersuchen - und zwar nur
entlang der Kante .S, - berechnen wir nun die zweite Ableitung in Richtung v, also

fv1v1<$) = val(x) “U = fv1,z1 =6z, —36.

Es ist dann
Joroy (K1) <0 und  fo0,(K2) >0
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und damit ist K7 ein Maximum und K5 ein Minimum aus .S}, aber zunéchst nur dort.
Wenn bei einem Maximum/Minimum auf der Kante die Funktion in Richtung Inneres
fallt/steigt, dann ist es tatsdchlich ein lokales Maximum/Minimum, sonst nicht. In der
Graphik, links in der Abbildung 7 kann man die Situationen an den beiden Kandidaten
K, und K, gut erkennen. K sollte rein anschaulich ein lokales Maximum sein und
K5 ein lokales Minimum. Schauen wir mal. Wir betrachten die Richtungsableitung von
f jeweils in den Punkten K und K5 in Richtung Gebietsinneres. Der entsprechend
richtungsweisende, normierte (1) Vektor ist

o= <(1)>

for =V v =24my — 1444 241, .

Es ist dann

Und demnach ist
fvf(Kl) =24-0—-144+24-3 <0

und
fvf_(K2>:24'O—144+24‘9>0

und damit ist erwiesenermaBen K ein lokales Maximum und K5 lokales Minimum auf
D.

So verfahren wir weiter und Uberprifen, ob die Funktion f ausgehend von Extrema auf
den Kanten, sich in’s Innere entsprechend steigend oder fallend fortsetzt.

. 0
fvz‘sg — vf‘SQ - Vg mit V2 = <1>
= (24 To — 144 + 24 zl)‘s&, d.h. z1=0
=249 —144 =0
& z2 =6

Damit ist

0
K3 =

ein weiterer Kandidat. Wir prifen das. Zun&chst auf Sy

fv2v2‘52 = vaQ ' UQ‘SQ
24 0
- (24> ' (1)52 =
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Damit ist K3 ein lokales Minimum auf Sy. Was passiert in Richtung Inneres von D, also

von S, aus in Richtung
1
1_ ?
vy = /

322 — 362, + 81 + 24z 1
1 1 1 2
Vi vy (Ks) = : —81424-6>0
/e (Ka) ( 241y — 144 + 24 24 ) (O)zKa *

Ein lokales Minimum auf der Kante, bei dem die Funktion zum Innern hin steigt ist dann
auch ein lokales Minimum auf D.

Nun noch Kante S3. Wir untersuchen die Richtungsableitung von f in Richtung

Ug:% (—11)

fvs\ss IVf~v3\SS
1 (32} —36z; + 81+ 241, 1
V2 24 xo — 144 + 24 14 \53 dah wa=10—z; \ —1
1 (321 —36x; +81+24(10 — 1) 1
V2 24 (10 — x1) — 144 + 24 2, -1

3 2
:ﬁ (m1—20x1+75) =0
= T € {5,15},

wobei Punkte mit z; = 15 nicht im Definitionsgebiet enthalten sind; dieser Wert also
ignoeriert werden kann. Wir erhalten also einen neuen Kandidaten

Ky = (5,5).
Es ist nun wieder durch
1 6x; — 60 1
fv31)3:vf1]3.?]3:%( 0 )"03:5(61‘1—60)

1
= Jogvs (K4) = 5(6-5—60) <0

K, ist also auf S3 ein lokales Maximum. Wie sieht’s Richtung “Landesinnere”, also

Richtung
-1\ 1
J‘ — _
o (—1) NG
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76

aus?

—1 —192
K)=Vf-vs = — (322 -12 48 oy — —
Wenn die Funktion, die am Rand ein lokales Maximum hat in Richtung Inneres abfdllt,
dann handelt es sich auch um ein lokales Maximum auf D.

. Ecken eines Gebietes sind grundsétzlich mal Kandidaten und mussen untersucht wer-

den. Wir haben also

0 10 0
Ky = , K := , K7 = )
0 0 10

Schauen wir nach der Ecke K5: Wenn

o1 (3) w51 (1)

im Punkt K5 gleiches Vorzeichen haben, dann handelt es sich um ein Extremum,
andernfalls nicht. D’acord? Prufen wir das:

0

Vf(K5)'(0>=—81<0 und Vf(K5)-(

belegt, dass es sich bei K5 nicht um ein Extremum handelt. Néchste Ecke:

=144>0
)

1
Vf(Ks) - (0) = 300 — 360 4 81 + 24 > 0

und

1\ 1 1
V f(Ke) - (_1) 7= (300 — 360 + 81 4 144 — 240)% <0

zeigt, dass es sich bei K¢ auch nicht um ein Extremmum handelt. Letzte Ecke: Es ist

VF(K7) - ((1)) =240 — 144 > 0

und

Vf(K;) - (11) % — (=81 — 240 + 240) % <0.

Demnach liegt an keiner der drei Ecken ein lokales Extremum vor.

Zusammengefasse gibt es lokale Maxima bei K7 und K4 und lokale Minima bei K5
und K33. Stellen wir die Funktionswerte gegentiber so ernalten wir mit

FUL) =108, f(Ky) =260, f(Ks) =0, f(K3) = —432

ein globales Maximum bei K, = (5,5) und ein globales Minimum bei K3 = (0, 6).



3.3 Optimierung mit Nebenbedingung

puh.

Bemerkung 3.19. Wenn bei der Priifung eines Kandidaten Unklarheti bleibt so kann
man immer die Erfillung von Definition 7?7 auch auf einem direkteren, aber nicht
immer bequemeren Weg priifen: Bei der Funktion f(x,y) = 3xy — a® — > ist

f(1,1)=1
und jeder kleinste e-Abstand vom Punkt (1,1) fihrt auf
f(lEtelde)=3(ke+1)*—2(e+1)7° <1,

womit f bei (1,1) ein lokales Mazimum hat.

3.3 Opftimierung mit Nebenbedingung

Betrachten wir einmal eine Menge Punkte, die so gestaltet ist, dass die Funktionswerte an die-
sen Punkten alle gleich sind. Oder anders formuliert: Wir machen einen Schnitt vom Graphen
f mit einer horizontalen Ebene und fassen alle betroffenen Urbildpunkte zu einer Menge M
zusammen:

M. ={x € R?| f(z) =c} Levelset
Entlang einer Hohenlinie ist die Steigung
Null. Wenn also 7 = 7(z) in Richtung des
Hohenlinienverlaufs zeigt, dann gilt

fr(z)=0,ze M.

Gleichzeitig gilt auch

fr=Vf-T. Hohenlinie eines Graphen

Wenn dieses Skalarprodukt verschwindet, und zwar ohne, dass V f selbst verschwindet, wir
uns also nicht an einem stationdren Punkt befinden, folgt doch, dass

VfLlr
ist. Es ist dann also der steilste Anstieg bei
le H Vf

zu suchen. Diese kleine Erkenntnis fuhrt uns direkt zum n&chsten Thema.
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Wir betrachten zwei Funktionen f, g, : IR? = IR und suchen ein Extremum von f unter der
Bedingung g. Anders formuliert: Wir suchen ein (z, y) € IR?, fur dass f extremal ist und fur das
die Nebenbedingung g(z,y) = c erflllt ist.

Veranschaulichen kann man sich das auf folgende Weise: Wir markieren alle (x,y) € R?,
fUr die die Funktion g einen bestimmten konstanten Wert ¢ € IR annimmt:

M, = {(z,y) € R*| g(z,y) = ¢}

Dann betrachten wir die Kurve, die wir erhalten, wenn wir f nuran Werten aus M. anwenden.
In Abbildung 8 beschreibt die rote Kurve in der linken Graphik gerade die Menge M., also
diejenigen Punkte, die die Nebenbedingung erflllen. Rechts beschreibt die rote Kurve das
Bild von M, unter f, also f(M.). Was man also sucht ist

max f(x,y).
o f(z,y)

JJ mamT s

Abbildung 8: Extrema von f mit Nebenbedingung g. (Quelle: Wikipedia:Lagrange-
Multiplikator)

Wir betrachten nun die Hohenlinie von f, die die Linie f(M.) am Extremum (Z,7) berthrt.
An dieser Stelle sind die Gradienten von f und g jeweils richtungsgleich zueinander. Warum
ist das so? Die Ableitungen in Richtung der Hohenlinien sind jeweils Null:

fo=0 und g,=0

Da die Hoéhenlinien sich am Punkt (Z, %) berthren, haben Sie an dieser Stelle die gleiche
Richtung:
v(@,7) = w(T,7)

Der Gradient steht jeweils senkrecht auf die Richtung der H6henlinie und damit gilt
Vi@ yll Ve y).
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3.3 Optimierung mit Nebenbedingung

Wir suchen also Punkte, fur die es ein A € IR\ {0} gibt mit
Vf=-AVyg. (15)

Definition 3.20 (Lagrange-Funktion ). Fiir Funktionen f,g : R? — R heifit die Funk-
tion A : R?* = R definiert als

A(l’,y, >‘) = f(l',y) + A (g(x,y) - C)

Lagrange-Funktion und A € R\ {0} heifit Lagrange-Multiplikator .

Stationdre Punkte mit Vg # 0 der Lagrange-Funktion erflllen gerade die Gleichung (15).
Sehen Sie das?

A, fo(z,y) + X ga(z,y)
VA=| A, | =| fulzyy) +Agy(zy) | =0 & Vf=-AVg A g(a,y)=c
A)\ g($7y) —C

Dabei muss allerdings zundichst Vg # 0 gelten.

Beispiel 74  “Vg # 0" ‘Wir suchen Extrema von f(x,y) = x + y, fur die 22 + y? = 1 ist.
Es ist also die Nebenbedingung
gla,y) = 2* +y
und ¢ = 1. Der Gradient Lagrange-Funktion
Az, y, ) =2 +y+A(2®+y* = 1)
lautet
1+2x ) 1 1
VA = 14+2yA =0 & r=y=—+ AN A=x—1
2?4y’ —1 27 V2
Die zu optimierende Funktion f hat unter der Nebenbedingung x? + y? = 1 an den Stellen
( 1 1 ) (—1 —1>
V2 V2 V2 V2
die Werte v/2 und —/2.
Was aber tun, wenn der Gradient der Nebenbedingung dann per Zufall an der gesuchten
Stelle doch verschwindet?
Beispiel 76 Vg = 0"
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f sei die zu optimierende Funktion:
fl)y=e ™) R xRy - R

und g beschreibe die Nebenbedingung:

g(x)=m22=0 g: R xR - R

Die Lagrange-Funktfion
Ay — eIzl
Az, N) = Aoy —ellzlh
12
liefert keine kritischen Punkte. Wir schauen noch an welchen Stellen der Gradient der Ne-
benbedingung verschwindet:
Vg=0 & x=0

Das ist ein Randpunkt, der die Nebenbedingung erfullt. Der Rand und auch die Ecken mUssen
bei der Suche nach Extrema separat betrachtet werden. In diesem Fall muss man das eben
noch tun.

f0O)=e"=1 und f(z)=cloh <1 vz£0.

Der Ursprung ist also tatséchlich ein lokales Maximum.

Bei mehreren Nebenbedingungen erweitern wir einfach um entsprechend viele Lagrange-
Multiplikatoren.

Formel 12: Optimierung mit Nebenbedingungen: Es / : IR" — IR eine zu optimierende
Funkfion unter den s Nebenbedingungen gi(x) = 0, k = 1,...,s. Wir suchen dann
stationdre Punkte der Lagrange-Funktion A : IR" x IR* — IR

Az, A) = f(@) + Y e ge(2)

mitz = (T1,...,2,). A= (A1,..., As).

Wir suchen nur stationdre Punkte von A, keine Extremna! Wir mUssen daher auch
nicht nach der Definitheit der Hessematrix Ausschau halten. Ob es sich bei den
stationdren Punkte um speziellen Fall dann tatséchlich um Maxima oder Minima
handelt, muss man von Fall zu Fall prafen.

Beispiel 76

Beispiele mit nichtlinearen Ausdricken werden dann aber auch schnell zu kompliziert, um

sie analytisch zu I6sen. Sie kbnnen sich gerne mal am folgenden Beispiel versuchen: Gesucht
ist ein Extremum von f unter den Nebenbedingungen g; und g, mit:
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3.3 Optimierung mit Nebenbedingung

flay) =2 =gz, gi(z,y) =2° +y° = 1, go(a,y) =2 — 2y + 1
Die Lagrange-Funktion und deren Gradient lautet dann:

= Az, y, M, A2) =2?—yPr+ N0 +y 4+ X(x—2y+1)

20 — > +2x M + Ao
—2yx+2yA — 2
?+y? -1
r—2y+1

= VA =

Nullstelle des Gadienten mit Newton berechnet:

VA=0 < (z,9)=(0.6,0.8), A= (—0.04,—0.512)

X0

R
A0
SR

-0.5 0 0.5 1

Abbildung 9: Funktion mit Nebenbedingung
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3.4 weitere Ableitungsbegriffe und
ausgewdhlte Anwendungsbeispiele

Wir betrachten zundchst nicht nur Funktionen mehrerer Verédnderlicher sondern vektorwerti-
ge Funktionen mehrerer Verdnderlicher, n&mlich Funktionen der Form

f:DCR"—R"

I fl(l'l,...,l’n)

Tn fn(@1, - @)

Dazu gleich mal ein

Beispiel 77
TR )
T1,To) =
f( ! 2) (xl COS T9 + X9 COSZL‘l)
Eine Sorte erste Ableitung ist der Gradient
grad fi
gradf = : ;
gradfp,
der einfach auf jede Komponente angewandt wird. Wir erhalten damit die sogenannte
Definition 3.21 (Jacobi-Matrix ). Sei f: D C R"™ — R™ mit f € CY(D)™, dann heifit
d d
3 S1(@) o g filw)
Df(z) = , r=(T1,..., %)
d d
a—mlfm(x) mfm(x)
Jacobi-Matrix von f. Es ist
0
D fij(x) = 8_a:jfi(x)'
Da es sich ja im Grunde um einen Gradienten von f handelt schreibt man auch
Vf, gradf
stattdessen.
Beispiel 78  Jacobi-Matrix | Far

flzy) = (562;; y)
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ist die Jacobi-Matrix

Df(z,y) = ( e ) :

Yy T

Bei der vektorwertigen Funktion f : IR" — IR", n € {2,3} kénnte es sich um ein so-
genanntes Vektorfeld handeln. Vektorfeldern im Sperziellen werden Sie noch beim Thema
Vektoranalysis behandeln. Wir werfen hier schon mal einen Blick darauf, als Anwendungsbei-
spiel zweier weiterer Ableitungsbegriffe, die interessante Eigenschaften von f aufzeigen. In
Worten gesprochen ist ein Vektorfeld zu f eine graphische Darstellung der Abbilung. Siehe
dazu Abbildung 10. Es zeigt in jedem Punkt der Ebene (n = 2) oder auch im Raum (n = 3)
den Wert der Funktion, die dann bei (x, ) ausgewertet als Richtungsvektor dargestellt wer-
den kann. Anders als bei Richtungsfeldern von ODEs in Kapitel 1.1 spielt bei den Vektorfeldern
die Ladnge der Vektoren eine Rolle. Sie beschreiben an jedem Ort den jeweiligen Betrag des
Funktionswertes.

Neben der Jacobi-Matrix gibt es als Ableitung erster Ordnung fur vektorwertige Funktionen
noch die Divergenz.

Definition 3.22 (Divergenz ). Sei f : D C R" — R". Dann heifit

"0
V.f= i
=2
Divergenz von f; auch divf. Der Operator V- fiir sich heifit Divergenzoperator .

Der Punktin V- f ist ein wesentlicher Bestandteil der Definition. Bedenken Sie, dass
mit V f durchaus die Jacobi-Matrix gemeint sein kann. Zudem handelt es sich bei
der Definition der Divergenz auch tatséchlich um ein Skalarprodukt, nédmilich in
folgendem Sinne:

0
ox1 f1
V.f: . : :_f1+...+_fn

5 .
Ben Jn

Bemerkung 3.23. Die Divergenz einer vektorwertigen Funktion ist gerade die Spur der
Jacobi-Matrix:
V- f = Spur(DJf)

Beispiel 79

Divergenz ‘

(a) Die Divergenz der Funktion aus Beispiel 78 lautet

el o]
1= (§) () () ) e
Em fo ay ry

33



3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

©)
2

fla,y) = (ﬁf/@) = V.f=flrfi=20y———

Fur den Divergenzoperator gibt es eine schéne Anschauung. Da Vektorfelder in der “An-
schauung” meist Strbmungen, etwa von irgendwelchen Flussigkeiten beschreiben, wird die
Divergenzin diesen Fdllen oft als "Quellendichte” interpretiert. Ist die Divergenz in einem Punkt
namlich positiv, so flieBt die Flussigkeit in der Umgebung des Punktes heraus (Divergenz). Im
negativen Fall flieBt die FIBsigkeit folglich in die Umgebung des Punktes hinein (Konvergenz).

Beispiel 80
(@
x
flz,y) = g = V. f=2
®)
—x
(s. Abb. 10)
Quelle
15 \i
N
gl ;
| /
-1.5 1 0.5 x01 0.5 1 1.5 1 0.5 X01 0.5 1
Beispiel (a) Beispiel (b)
Abbildung 10: Vektorfelder aus Beispiel 80
Beispiel 81
2 2
flz,y) = ( ! y) = V-f=dzy-1
3T —vy
(s. Abb. 11)

Eine weitere interessante Ableitung fur Vektorfelder ist die
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Vektorfeld Divergenz

05

x2
o

-05

Abbildung 11: links: Vektorfeld u, rechts: Divergenz des Vektorfelds V -u zu Beispiel 81

Definition 3.24 (Rotation ). Sei f : D C R" — R", n € {2,3} ein Vektorfeld. Dann
heifst
)
dz1 fi
Vxf= : X :
o f

Rotation von f; auch rotf. Der Operator V X heifit Rotationsoperator

, n=23

Beispiel 82

(a) Fur Beispiel 81 ist die Rotation

9 2
2
fo=(%”‘>><( Ty ):(Sx—y)x—@x?y)y:B—sz.
9 3r—vy
Oy
Abbildung 12 zeigt, wie ein Wirfel in der Mitte der Strobmung stérker rotiert wlrde als am
Rand.
©) Im IR?:
8&31 T1Z2X3 (I%)xg - ($1 + X2 + 1'3)1-3 21'2 —1
Opy | X[ 1 +22+25 | = (717923) 25 — (73) 4, = 1T
Do x2 (r1 + T2 + 23) g, — (X12273) 4, 1 — 223

Wdrend bei der Rotation in der Ebene die Drehachse immer senkrecht zur Ebene steht ist hier
nur noch die Drehgeschwindigkeit inferessant. Wir erhalten hier eine Zahl. Die Rotation im
Raum beinhaltet hingegen nicht nur eine Drehgeschwindigkeit (Betrag des Vektors) sondern
auch die Richtung der Drehachse,
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Rotation

Vektorfeld

NN
AN

-0.5 -

e

Abbildung 12: Rotation eines Vektorfeldes, Beispiel 82 (a), resp. 81

Wir schlagen nun eine Brlcke zwischen Ableitungsausdriicken von vektorwertigen und skalar-
wertigen Funktionen. Zu einer skalarwertigen Funktion meherer Verénderlicher v : IR" — IR

ist ja der Gradient
Vu:R"—R"

eine vektorwertige Funktion. Wenn wir nun auf dieses Vektorfeld die Divergenz anwenden
passiert Folgendes:

Ugsy n
1=1

Uy

n

Dies ist eine besondere Form der zweiten Ableitung, die demzufolge auch einen eigenen
Namen ragt, nédmlich:

Definition 3.25 (Laplace-Operator ). Der Operator A : C*(D C R™) — R mit

heifit Laplace-Operator. Und zu einer skalaren Funktion u : R" — R heifst die Abbil-
dung

n
Au = Uy zq + -+ Uy zy — E Ugizq
=1

Laplace von u.
atels

86



3.4 weitere Ableitungsbegriffe und
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Beispiel 83

Laplace | Sei

f:R*=R
x»—>x%+cosx2

Dann gilt
Af =2—coszy.

Bemerkung 3.26. Der Laplace einer Funktion w ist die Spur der Hessematrixz von u,
denn es gilt

Ugyzy - Ugyzy,
SpurHu:Spur :ux1x1++uxnxn=Au

Ugpzy ~° Uzpa,

Auf den Laplace-Operator kommen wir gleich nocheinmal zurGck. Mit ihm kann man viele
Prozesse in der Natur beschreiben. Wir wollen uns das mit Anwendungsbeispielen noch ge-
nauer anschauen. Da aber Prozesse in der Natur meist zeitabhdngige sind, wollen wir eine
Variable in der Zeit noch als abhdngige GréBe mit aufnehmen.

Insbesondere in diesem Zusammenanhang, aber nicht nur, sind wir an einem Ableitungsbe-
griffinteressiert, der alle partiellen Ableitungen beinhaltet. Das sogenannte totalte Differential
erfullt diesen Wunsch.

Definition 3.27 (totales Differential ). Sei f € C*(D). Dann bezeichnet

dxi

das totale Differential von f.

Beispiel 84

totales Differential ‘Dos totale Differential der Funktion f(x,y) = x sin(y) ist gegeben durch

df = fodr + f,dy =sinydz + = cosydy

Im Grunde ist das totale Differential ganz was Ahnliches wie der Gradient. Da stecken ja
auch adlle partiellen Ableitungen drin. So gesehen ist der Sinn dieser Definition erst mal nicht
SO einsichtig.

Richtig sinnvoll wird dieser Ausdruck, wenn wir eine Zeitabhdngigkeit noch mit in’s Spiel brin-
gen. Am besten wird das am folgenden Beispiel deutlich:

Beispiel 85

aus der Fluidmechanik ‘ Essei f(x, y) die Termperatur des Wasserpartikels am Ort (z, y). Das

Wassermolekll bewegt sich im Laufe der Zeit, also gilt (z,y) = (z(t), y(t)). Ein mitbewegter
Beobachter, der das Partikel (x, y) verfolgt und dabei die zeitliche Anderung der Temperatur
misst nimmt Folgendes wahr:
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G0 5(0) = 5L 7)) Fa(t) + 5. Fale), () G

Das fuhrt dann auf

0 0
Af = gpf do+ 5 f dy.

In diesem Beispiel hangt f nur implizit von der Zeit ab, némlich deshalb, weil die Partikel-
position von der Zeit abhdngt. Eine explizite Zeitabhdngigkeit herrscht dann, wenn eine der
Verdnderlichen, also eines der Argumente von f eine Variable in der Zeit ist. So wie im fol-
genden Beispiel.

Beispiel 86

Im Fall von Beispiel 85 &ndert sich die Temperatur an einer Stelle nicht. Eine zeitliche

Anderungsrate gibt es nur deshalb, weil der Ort sich &ndert. Herrscht auch eine Temperatu-
rabhdngigkeit von der Zeit an einem festen Ort so schreiben wir

f=Tta(), x(t) = (2:(t), z2(1)) -
Wir kdnnten es auch so formulieren:
f= 1t z(t), za(t))
Es meint das Gleiche.

In diesem Fall unterscheiden wir zwischen totaler Zeitableitung und partieller Zeitableitung.
Nehmen wir einmall

ft,z(t) = t* 4+ x(t)*.

Dann ist die partielle Zeitableitung

0

S H () =3¢

die partielle Ortsableitung
0 ft, (1)) = 2201
Ox” V"’

und die totale Zeitableitung (Kettenregel)

d 0 d 0 d

St al0) = o fl (1) - St o flt e (t) - ()

=3t +2x(t) - 2(t)

Es besteht also ein enormer Unterschied zwischen

0 d :
af:ft und Ef:f!
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Definition 3.28 (materielle/substantielle Ableitung ). Es sei auf dem Gebiet D C R"
eine Funktion f :[0,T] x D — R und ein Vektorfeld v € R™ gegeben. Dann heifst

f(t,iv)th—l—v-Vf

materielle oder auch substantielle Ableitung von f. f; nennen wir auch lokale Anderung
und v - V [ konvektive Anderung.

*Im mathematischen Sinne handelt es sich um die totale Ableitung einer GréBe, die von der
Zeit und dem Ort eines materiellen Punktes abhangt. Sie beschreibt nun die Anderung der
GroéBe fur einen Beobachter, der sich mit der “Substanz bzw. Materie” bewegt. Der lokale
Anteil, %—{, gibt an wie sich die GréBe an dem festen Ort Z, d.h. lokal, veréindert. Der konvek-
tive Anteil, v+ V f, beinhaltet die Anderung, welche sich zusétzlich durch die Bewegung des
materiellen Punktes einstellt. Zusammen ergibt sich die vollstandige substantielle Anderung
fur den betrachteten materiellen Punkt. Verwendet wird hierbei das Modell des mitbeweg-
ten Beobachters, welches auch als Lagrangesche Betrachtungsweise bekannt ist. Daneben
existiert die Eulersche Betrachtungsweise , welche einen feststehenden Beobachter nutzt
und mit der lokalen Anderung verknUpft ist (der konvektive Term fallt ohne Bewegung her-
aus). Genau genommen ist die GroBe f selbst Euler'sch definiert, inre materielle Ableitung
hingegen Lagrange’sch.” ®

Es sei C' : IR® — IR die Konzentration
vvon Schoggipulver in einem Milchglas. Es
beschreibe das Vektorfeld v € IR? die Bewe-
gung der Milch. Die Konzentration C' gentigt

Ct—f-VC'U:O,

wobei wir davon ausgehen, dass kein Pulver
von AuBen dazukommt und auch nichts ab-

Beispiel 87  Schoggi
- stark idealsiert! - der Gleichung
gesogen wird.

Beispiel 88  Konftinuitatsgleichung

Wenn man von einem divergenzfreien Fluid ausgeht, dann gilt ja V - v = 0 und dann kann
man uber die materille Ableitung direkt auf die sogenannte Konfinuit&tsgleichung

Ci+V-(Cv)=f,

schlieBen. Bei der allgemeinen Herleitung stoBt man auf diese Gleichung., wenn man Mas-
seerhaltung fordert. Das aber nur am Rande bemerkt.

Wenn nun ein physikalisches Gesetz besagt, dass
ft + Vf cv=20

SPhysikalische Interpretation (Quelle: Wikipedia)
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gilt, dann wurde das ja im Falle, dass f eine Temperatur beschreibt zum Beispiel, bei windstil-
lem Gebiet v = 0 bedeuten, dass es keine Temperatur&nderung gibt. Wir wissen aber aus
Erfahrung, dass sich verschiedene Temperaturen in einem Medium oder auch Schoggipulver
in Milch bewegt, auch wenn man nicht rhrt und auch wenn man sich vorstellt es gébe die
Erdanziehungskraft nicht ... oke, lassen wir das an dieser Stelle mit der eigenen Erfahrung eher
weg 1)

Die Diffusionsgleichung oder auch Wérmeleitungsgleichung beschreibt den Zusammenhang
zwischen der zeitlichen Anderung und der réumlichen Anderung einer Konzentration an
einem Ort in einem Korper und eignet sich zur Berechnung instationdrer Temperaturfelder.

Die Wdarmeleitungsgleichung ist eine partiel-
le Differentialgleichung, die besagt, dass die
zeitliche Entwicklung von Wdrme an einem
Ort, von der Wdrmeverteilung der unmittel-
baren Umgebung abhdngt.

) Das hangtvon
"\ unsab!

In einer Raumdimension kann man sich das
so vorstellen. Die Warmeentwicklung in der
Zeit bezogen auf Zu- und Abnahme der Ener-
gie wird vom Krummungsverhalten im Ort
der Temperaturkurve bestimmt. Es gilt in 1d

"
Ut ~ U

u ~ CAu = C (ugy + tyy) .

Definition 3.29 (Diffusionsgleichung ). Es sei F' ein Quellterm (etwa eine Hitzequelle,
die von auflen auf das System wirkt), C' € R der Diffusionskoeffizient. Dann heifst die
Gelichung

Diffusions- oder auch Wdarmeleitungsgleichung.
Mathematisch sind Wdarmeleitungsgleichung und Diffusionsgleichung identisch,

statt Temperatur und Temperaturleitféhigkeit tfreten hier Konzentration und Diffu-
sionskoeffizient auf.

Beispiel 89

Beispiel aus der Bildverarbeitung ‘

Satz 3.30. Fiir u € C?(D C R?) gilt

Upy + Urr = Ugg + Uy = Au
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Beweis Satz 3.30:
UA
O

Die Diffusionsgleichung in Definition 3.29 beschreibt eine isotrope Diffusion. Das bedeutet,
dass die Ausbreitung der Substanzen keine Vorzugsrichtungen haben. Wdéhlen wir fUr den
Laplace

Au = Uy, + Urr

und unterdrdcken eine Richtung, sagen wir 7 dann erhalten wir einen diffusiven Prozess, der
eine Vorzugsrichtung hat. Wir sprechen dann von einer anisotropen Diffusion.

Beispiel 90

anisotrope Diffusion fur Bilder

Wenn wir die Anisotropie so wdahlen, dass die Vorzugsrichtung ortsabhdngig ist, haben wir
direkt nochmal was zu rechnen. Bisher haben wir uns Richtungsableitungen zweiter Ordnung
nur mit konstanten Richtungen angeschaut. Wie sieht das aber aus wenn wir an

Un(zyw(z) =

interessiert sind? Rechnen wir das doch mal durch.

Esseiu : R" — R, v,w : R"™ — R" mit ||v|| = 1 und ||w|| = 1. Dann gilt

Uy(z) () = Vu(z) - v(z)

=30 D (g, () (@), wile)
= ; ]Zl um]mz(l’) vj(x) wi(z) + U, _gﬁf | wi(z)
= UT(m) Hu(z)w(x) + VuT(x) Dv(z) w(x)

Formel 13: Die Richtungsableitungen zweiter Ordnung in Richtung vektorwertiger Funktio-
nenv,w : R"™ — IR" mit ||v]| = |Jw|| = 1 in jedem Punkt lautet

Up(zyu(z) () = 07 (2) Hu(z) w(z) + Vu' (z) Dv(z) w(z) .

Wenn
Vu

V= "=

[Vl

91



3 Differentiation
in hbherdimensionalen RGumen

ist, dann gilt
Vul (x) Dv(z) =0

und damit folgt dann direkt fur diese spezielle Situation

Formel 14: Fur
Vu

v =
[Vull

vuT

Speziell ist dann
vaul

und w : IR"™ — IR" beliebig mit ||w|| = 1 in jedem Punkt lautet

VW = ——0H .
(@) = 7 Hw

Vu

U_YVu _Vu (x) =
IVull TVl

entspricht.

Hu ,
[Vl [Vl
was gerade wieder der Form der zweiten Richtungsableitung fur konstante Richtungen

Nun ein paar Bildbeispiele, wie sich die verschiedenen Diffusionen auf digitale Bilder auswir-
ken, je nachdem ob es sich um eine isotrope oder anisotrope Diffusion handelt. Man kann
an diesen Beispielen sehr schoén die gewdhlten Richtungen sehen.

Beispiel 91  iso- und anisotrope Diffusion ‘

92
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u— Au =0 ut—uw:O,v:(l,l)T

Beispiel 92

Texturerkennung

Sehr schon ist auch die Uberlegung wie sich mittel Richtungsableitungen Texturen im Bild de-
tektieren lassen. Die |dee ist dabei, dass sich bei sehr rauhen, unregelmdBigen Bereichen die
Ableitung der normierten Gradienten in tangentialer Richtung an Texturen stark &dndern und
bei glatten Kanten eher nicht. Die Anderung der Richtungsbaleitung u_v _ in tangentialer
Richtung ist ja e
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_ Vu'HuVu*

u g
T T | Vu||?
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Abbildung 1. Ableitung ‘ 2. Ableitung ]
f:R"=> R Gradient Hessematrix H f =
T oy Jorwr = frien
: }—>f($1,...,$n) Vf=
Tn fan Jonzs 0 fonza
Laplace
Af = Z?:l faias

Bemerkung: Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs
Der Laplace ist die Divergenz des Gradienten: Af =V -V f
und die Spur der Hessematrix: Af = SpurH f

Richtungsableitungen
v,w e R |Jw|| =v|| =1 fo=Vf-v fow =0T Hf w
u,g : R"— R" fu@) (@) =V f(z) - w(@) | fu@ge =
[u(z)]] = llg(x)|| = 1 V2 € R u(z)" H f(x) g(x)
+V/(2) Dug()
g: R—R"
91(t) 9 (1) gi(t)
b | gty =|{ g =1
gm(t) I (1) I (1)
Bemerkung: Alle Ableitungen werden kptw durchgefiihrt
f:R"—=R™ Jacobi-Matrix Df =
1 filwy, .o 2) S fia,
: > : : e
Ln fm(T1, - w) Jmgr 0 Sz

Bemerkung: Die Jacobi-Matrix des Gradienten ist die Hessematrix: DV f = H f
f:R"—R™ Divergenz

Y f — Z?:l fi,xi
Bemerkung: Die Divergenz ist die Spur der Jacobi-Matrix

Rotation

rotf =V x f
Kettenregel: f:R"-R,g: R—R"

Z(fog)t) =31, ful9) gi(t) = Vf(9) - g'(t)

Abbildung 13: Ubersicht der verschiendenen Differentialoperatoren
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A TABELLEN ZUR LAPLACE-TRANSFORMATION

A Tabellen zur Laplace-Transformation

Die nachfolgenden Tabellen zur Laplace-Transformation sind ( ) enfnommen.

F(p) = fn T e f(t)dt, f(t)=O0fir t <0

Die in der Tabelle auftretende Konstante C ist die EULERsche Konstante C = 0,577216

F(p) f(t)
0 0
1
» 1
p
1 tn—l
' (n—1)!
! tn—l at
€
(p =) (n—1)!
1 eﬁt — ot
(p—a)p—p) B—a
D ﬁeﬁt _ aeat
(p—a)(p—0) - a
1 e—at
2 L 9 1 A2 N — L 2 _ 2t
P2 + 2ap + 32 \/Fz_—aism\/,ﬁ o
a .
m sin at
acos 3 + psin 3 _
T PP ta? sin(at + )
P o ' B
p? + 2ap + 32 (COSV:@ - t—msm\/ﬁz—a”)e ¢
P
Im cos at
pcosf3 — asing
W cos(at + ()
a .
P2 — a2 sinh ot
P
cosh at
P a?
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F(p) f(t)
1 _(B=)e + (v — )¢ + (a — e
(p—a)p—B)p-") (a=B)B -7y —«a)
1 e — [1 + (a — B)t]
(p—a)(p—P)? (a—p)? '
P ae™ — [a + fa - B)t]e™
(p—o)(p—B)? (a - B)?
p? a?e™ — [2a — B + B(a — B)t] Bt
(p—a)(p-B)? (a - B)?
1 asin Gt — Bsinat
(P + a?)(p* + 4?) af(a? — 3?)
P cos 3t — cos at
(P + a?)(p* + 5?) (o - p?)
p? + 2a? 2
W’) cos“ at
202 2
m sin” at
2 2 2
}TI;;E%"’) cosh? at
20? .
m sinh? at
?2%% sin ot - sinh ot
a(p? + 2a?) .
W sin ot - cosh at
%ﬂ cos at - sinh at
| 3
- f4a4 cos at - cosh qt
P %sin at

(P* +o?)?
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F(p) f(t)
ap t .
(7 — a2)? 3 sinh ot
af G sinh at — asinh 8t
(p* — a?)(p* — %) a? — 32
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Bl 1
P vt
1 t
= 2] —
pvP m
1 nl 4~
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1 1 oot
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VT al - sin o
P P tv/ 27t
VPRt aZ—p 2
2o 'rr_t sin at
\/? +a?+ p 2
7t o ;:t cos ot
Vpi—a?-p 2 b
p2 T o2 g sinh at
a4+ 2
sz T P 1/ p— cosh at
1 2 Vet
<. / e dr
PP+ o [a%;3 .
1 0o -at (B—a)t
e f .2
s e T dr
(p+a)vp+p (B — a) o
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2
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2
T
Int+C)? - —
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Rl NN
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TABELLEN ZUR LAPLACE-TRANSFORMATION

F(p) f(t)
—a? /4t
,a\/ﬁ’ R > 0 a e
e e NN
1 oo/t
—e VP  Rea>0
VB “= i
P+ a® - !
( WP) , Rerv>-1 a”J,(at) (s. S.398)
p—vF—a)"
( ViE - o? ) ; Rev>-1 a’I,(at) (s. S.399)
Le- 0 firt<p
Ze B
e P (8 >0, reell) {1 firt = 3
e AV 0 firt < g
VP +a? Jo (ay =) firt > 3
VP 0 fiir ¢ < 3
VP - a? I (ay/T=7) fiict >

e~ PV (pto)(p+)

(p+a)(p+0)

e*ﬁ p?+a? 1
P+ a? A+ P° + o

o-BVPP—a® (ﬁ 1
S p+ o

p? — a?

e Bp _ o= BV PP+’

e BVPi—o? _ o—pp

)
)

fiirt < g

—(a+p) % a_ﬁ/ ..
e(+5)2[0( 5 t2—ﬁ2) fir t > 13

0 fiirt < 8
t;ﬁJl(aM) fiir t > 3
0 firt < p
ta_ﬁll(a\/tz—ﬁz) fiir t > 3
0 fiir t < 3
tﬁfx_ﬁ Ji (a\/tz —[32) fiir ¢ > 3
0 firt < g3

tﬁiﬁ I (am) firt > g3
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F(p) f(¢t)
1—e @ 0 firt>a
D 1 fir0<t<a
—ap _ o Bp 0f?ir0<t<a
1 fira<t<f
p 0 firt> g

101



B MATLAB-SKRIPTE

B Matlab-Skripte

function Richtungsfeld

% dgl ist die erste Ableitung von y mnach =, entspricht
% also dem Ausdruck y’'(z), bzw y’'(y,z)

close all

eps=1.0e—08;
Ix = [-4, 4];
y = Iy (1):1:1y (2);
x = Ix(1):1:1x(2);

for yn = 1:length(y)
for xn = 1:length(x)
% Laenge des Vektors fuer Normierung
len = sqrt( dgl(y(yn), x(xn)) "2 + 1 );
% Laenge des Vektors entlang der Abszisse
dx(yn,xn) = 1 / sqrt(len"2+eps”2);
% Laenge des Vektors entlang der Ordinate
dy(yn,xn) = dgl(y(yn), x(xn)) / sqrt(len"2+eps”2);
end
end

% Vektoren zeichnen

quiver (x, y, dx, dy, '—r’);
grid on

end

function dy=dgl(y,x)

dy = (1+x.72)./(14+y."2);

end

Abbildung 14: Matlab-Skript zur graphischen Darstellung von Richtungsfeldern; hier
zur Gleichung v’ = (z 4+ y)/(z — y)
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function PlotFlaeche ()

DIM = [50 50]
Ix=[-1 1]; hx=(Ix(2)—1Ix (1))
Iy=[-1 1]; hy=(Iy(2)-1Iy (1))

% zu optimierende Funktion
[xx,yy] = meshgrid(Ix (1):hx:Ix(2),Iy(1):hy:1y(2));

f =@Q(x,y) x."2—y."2.xx;
zz=1 (xx,yy);

surfc (xx,yy,zz);
hold on

% Nebenbedingungen
x1 = Ix(1):hx:Ix(2);
yl = sqrt(l—x1."2);
y2 = (x1+1)/2;

plot3(x1,yl,f(x1,yl), go’, LineWidth’  3);
plot3(x1,—yl,f(x1l,—yl),’go’, LineWidth’ 3);
plot3(x1,y2,f(x1,y2), ' ro’, LineWidth’ ,3);
xlabel('x’); ylabel(’y’);

end

Abbildung 15: Matlab-Skript zur Darstellung der Graphiken in Abbildung 9
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B MATLAB-SKRIPTE

Vektorfeld.m

Ix =[-1 1];
Iy =[-11];
DIM = [20 20];
hx = (Ix(2)=Ix (1)) /(DIM(1) —1);
hy = (Iy(2)-1Iy(1))/(DIM(2) —1);

[x1, x2] = meshgrid(Ix(1):hx:Ix(2),Iy(1):hy:Iy(2));

ul = 2xx1.72.%xx2;
u2 = 3xx1—x2;
div = @(x1,x2) 4xx1.xx2—1;

subplot (1,2,1)

plot vector field
quiver (x1, x2, ul, u2)
grid

xlabel ('x17);

ylabel ('x27);

x3=div (x1,x2);

xx = x1(1,:);

yy = 1./4./sqrt (1.0e—08+xx."2);
subplot (1,2,2)

surfc(x1,x2,x3);

xlabel ('x17);

ylabel ('x27);

Abbildung 16: Matlab-Skript zur Darstellung von Vektorfeldern und Divergenzen

104



Index

Ck(D), 59

Q, 39

(un-) abhdagige Ereignisse, 42
Divergenzoperator, 83
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Kettenregel, 56
Konvergenzbereich, 28

Kriterium von Sylvester, 63
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Kronecker-Symbol, 65

Lagrange-Funktion, 79

Lagrangesche Betrachtungsweise, 89
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Laplace-Operator, 86
Laplace-Transformation, 28
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lineare (un-)abhdngig, 16
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materielle/substantielle Ableitung, 89
mehrstufige Versuche, 44

Nabla-Operator, 54
negativ (semi) definit, 61

partielle Ableitung, 54

Pfad, 44
Pfadwahrscheinlichkeiten, 45
positiv (semi) definit, 61

Richtungsableitung, 53
Rotation, 85

Satz von Bayes, 47

sicheres Ereignis, 40

station&rer Punkt, 60
Stufenwahrscheinlichkeiten, 45
symmetrischer Anteil einer Matrix, 62

totale Wahrscheinlichkeit, 46
totales Differential, 87
Trennung der Variablen, 3

unmogliches Ereignis, 40
unvereinbar, 40

Wahrscheinlichkeit, 40
Wahrscheinlichkeit von Kolmogorow, 40
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