1.4 Die Laplace-Transformation

lineare ODE erster Ordnung
y'(x) = a(z) y(z) + g(x), AWP: y(0) = y,

homogen: g(x) =0 inhomogen: g(x) # 0

Methode: Trennung Methode: Zunéchst die homogene ODE 16sen

der Variablen (TV) — yo(z) und dann fiir

Losung: y(z) = C'el @@ dz I;O;Asga(r;t)e Koeft. gltiltalzzr)lstante Koeft.
Methode: Methode:
Partikulérlsg.® (PL) | Variation der Konst.
— yp() — y(a) = CO(x)el @@
Losung: Losung: in y(z)
y(2) = y(0) + y,(z) | Claz) = [g(a)e T & dy
[auch VK mgl.]

Bei AWPs Konstante so bestimmen, dass y(0) = y, erfiillt ist

nicht lineare ODEs substituieren

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(z) # 0
Je nach Form geeignete Subst. wéihlen hom. ODE lésen — yo(z)
Je nach Form der neuen ODE Methode wihlen dann je nach Form
Riicksubstitution inhom. ODE lésen — y(x)

lineare ODEs hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(z) # 0
Nullstellen des charakt. Polynoms (CP) hom. ODE lésen — yo(x)
A1 Nullst. mit Vth 1, Ay Nullst. mit Vth s+1 dann inhom. mit PL — y,(z)
Losung: Losung:

y($) _ C«le)\wﬁ 4o Cks_lygs*l e/\’“x —+ Cksl‘s eA” y(f) = yO(x) + yp(‘r)

Oder: Bei AWP auch Laplace-Transformation moglich

AWP und RWP bei ODEs zweiter Ordnung
AWP: ¢"(z) + ay'(z) + By(z) = g(x) auf R{ mit y(0) = ya, ¥'(0) =y
RWP: y"(z) + ay/(z) + By(z) = g(x) auf [a,b] mit y(a) = ya, y(b) = 3

Unterscheidung AWP-RWP zur Best. von C, Losungsmethode wie oben

Systeme von ODEs erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten als AWP
au' +bv =g, u(0) = ug und
cv'+du=f, v(0) =1

homogen: g(z) =0 inhomogen: g(z) # 0
Eigenwerte \; der Matrix < CCL Z ) bestimmen PL mit Ansatz
A1 Nullst. mit Vth 1, Ay Nullst. mit Vth s+1 Up(T) = Ypo(T) + yp ()
Losung:
yo(r) = C1eM® + oo + Oy, 257t eM® + O 2° e | Losung:
Bei \j =a; +1b; € C: y(x) = yo(z) + yp(x)
Yo(x) = ---e%*(Cj1cos(b; x) + Cjasin(b; x)) - - -

Abbildung 4: Ubersicht iiber die hier behandelten Losungsmethoden von ODEs
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A TABELLEN ZUR LAPLACE-TRANSFORMATION

A Tabellen zur Laplace-Transformation

Die nachfolgenden Tabellen zur Laplace-Transformation sind ( ) enfnommen.

F(p) = fo e Pf(t)dt, f(t)=0fir t <0

Die in der Tabelle auftretende Konstante C ist die EULERsche Konstante C = 0,577216
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A TABELLEN ZUR LAPLACE-TRANSFORMATION
F(p) £(t)
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TABELLEN ZUR LAPLACE-TRANSFORMATION

Flp) 1)
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VPR 0 e e
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D 1 fir0<t<a
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p 0 firt>g
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2.2 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Permutationen sind Variationen der Anordnung von Elementen. P,, beschreibt die Anzahl
moglicher Anordnungen von n Elementen.

n verschiendenen Elemente: P, =n!
Unter den n Elementen gibt es I Gruppen mit

n!

jeweil k;, i =1, ..., I gleichen Elementen: pllrkn S~
i=1 i

Kombinationen und Variationen beschreiben die Anzahl Mbglichkeiten,
die sich aus Urnenmodellen "k aus n” ergeben

ohne Wiederholungen | mit Wiederholungen

ohne Reihenfolge

Kombinationen o = ) o = (MZ?I)

mit Reihenfolge
Variationen vk — ) ViR — pk

Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Rechenregeln

Axiome von Kolmogorow

(Koy) Wertebereich < PA)<1
(Koy) sicheres Ereignis P(Q) = 1
(Kos) A,B unvereinbar,d.h. AN B = ()
P(AUB) = P(A)+ P(B)

Folgerungen daraus _

P(A) 1—P(A)
allgemein far B C A P(A\B) = P(A)—P(B)>0
< P(A) = P(B)
Additionssatz P(AuB) = P(A)+P(B)—-P(ANB)
= P = 0
A und B unabhangig: < P(AnB) = P(A)-P(B)
bedingte Wk
“wie wahrscheinlich ist A
unter der Bedingung von B?” P(A|B) = P(ANB)/P(B)
totale Wk P(B) = P(BJ|A)P(A)+ P(B|A) P(A)
Satz von Bayes P(A|B) = P(BJ|A)P(A)/P(B)
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2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

Beispiel einer Umformulierungsmaoglichkeit:
Die Wk, ein defektes Teil (D) von der Firma (L1) zu erhalten ist: P(D|L;)
Die Wk, dass Firma (L1) das defekte Teil lieferte: P(L;|D)

Beispiel einer Wk:

__Anzahl gunstiger Falle
P(A) = Anzahl moéglicher Falle

Lasst sich dann auf diese Weise aufstellen, wenn die mdaglichen Fdlle gleichermaBen
moglich sind (kein gezinkter Wrfel hier!)

Laplace-Wk

Baumdiagramm

0.4 0.6
A A
0/ \0.8 0.7/ \.3
BIA BIA BIA BIA

Multiplikation entlag der Pfade

P(B|A)-P(A) = 04-0.2=0.08
P(B|A)-P(A) = 0.6-0.7=0.42

Addition der Pfadrereignisse

P(B) = P(B|A)-P(A)+ P(B|A) - P(A)
= 0.084042=0.5
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3.4 weitere Ableitungsbegriffe und
ausgewdhlte Anwendungsbeispiele

Abbildung 1. Ableitung ‘ 2. Ableitung ]
f:R"=> R Gradient Hessematrix H f =
T o Jorwr o faien
: Hf(.iEl,...,Jjn) Vf=
Tn fan Jonzs 0 funza
Laplace
Af =311 fou

Bemerkung: Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs
Der Laplace ist die Divergenz des Gradienten: Af =V -V f
und die Spur der Hessematrix: Af = SpurH f

Richtungsableitungen
v,we R, ||w|| =|jv]| =1 fo=Vf-v fow =0T Hf w
u,g : R"— R" fu@) (@) = V() - w(@) | fuwge =
[u(z)|| = lg(x)]] = 1 Vo € R" u(z)" Hf(z) g()
+Vf(x)' Dug(z)
g: R—R"
91(t) (1) g91(t)
b | gty =1 g =1
gm(t) I (1) I (1)
Bemerkung: Alle Ableitungen werden kptw durchgefiihrt
f:R"—=R™ Jacobi-Matrix Df =
1 filwy, .. @) Jran o S,
: = : : cet
Tn fm(T1, - x) Jmgr fmaa

Bemerkung: Die Jacobi-Matrix des Gradienten ist die Hessematrix: DV f = H f
f:R"—=R™ Divergenz

V- f — Z?:l fi,il?i
Bemerkung: Die Divergenz ist die Spur der Jacobi-Matrix

Rotation

rotf =V x f
Kettenregel: f:R"-R,g: R—R"

G(fog)t) =31, falg) 9i(t) = V(g) - g'(t)

Abbildung 13: Ubersicht der verschiendenen Differentialoperatoren
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