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Blatt 3: DGL hoherer Ordnung und Systeme von DGL MAE 3

Aufgabe 1:

Prafen Sie mit Hilfe der Wronski-Determinante, ob folgende Mengen von Funktfionen linear
abhdngig sind.

(o)
{e%, e}
()
{cosh z,e"}

©

{cosh x,e’, e_””}
()

{cosh z, sinh x }
©

{tanz,sinx, cosz}

Aufgabe 2:

Von der Differentialgleichung
y'+p-y +4y=3

kennt man eine Loésung

3
—2x e
26 +4.

y(z) =
(a) Bestimmen Sie den Parameter p.
(b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung.

(c) Bestimmen Sie die Losung zu den Anfangsbedingungen y(0) = 0, ¢'(0) = 0.

(d) Berechnen Sie lim, . y(z) fur die in (c) gefundene Losung.

Aufgabe 3:

Gegeben ist die Differentialgleichung
y+@2—t)y=yg(t)

1



mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 und der Stérfunktion

0 <2
g(t)_{t—Q t>2

Bestimmen Sie die stetige Losung /() zur gegebenen Anfangsbedingung.

Tipp: Bestimmen Sie zundichst fir beide Aste der Stérfunktion g(t) die allgemeine Lésung der
DGL und bestimmen Sie die beiden Konstanten, so dass Anfangsbedingung und Stetigkeit
der zusammengesetzten Funktion erfdllt ist.

Aufgabe 4:

(a) Lo&sen Sie das AWP
W =4u+v u(0) =0
V= —-2u+v v(0) =1
(b) Bestimmen Sie die allgemeine L&sung des inhomogenen Systems

W =4u+v—36x

vV =—-2u+v—2e"
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Lésung 1:
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(o) lu
(© la
@ lu

e lu

Lésung 2:

@

)
3
y(z) = Cre ?* + Chxe 2" + 1

©

A~ w

y(x) == (1= (1+2z)e ")

@

3 3
lim y(z) = lim — (1 - (1+2x)e ") ==

T—>00 T—>00 4

Lésung 3:

Allgemeine L&sung der homogenen DGL:

yo = Cex(=2’

{0 t<2
Y= 21 t>2

Allgemeine L&sung der inhomogenen DGL:

Partikuldre Losung:

4 e%(t2_4t) t<2
Y70 0ped®2? 1 52
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Anfangsbedingung y(0) = 1: Fuhrt \ ]

auf C; = 1 und die geforderte S -

Stetigkeit liefert Cy = 1 + e72. = T —

Lo&sung des AWPs: or 1
e%(t?—u) t<2

- (e72+41)e2t2" 1 ¢>2 *°5f 1

Lésung 4:
(o
uW\" (4 1) [(u u(0)\ _ (0
v -2 1 v)’ \w(0)) \1
Eigenwerte:
)\1:3, )\2:2
Eigenvektoren:

Allgemeine L6sung:

(b) Allgemeine L&sung des homogenen Systems aus (1):

up(z) = Cp e 4+ Cye?”

vo(z) = —C1 e*® — 20, e?*
Variation der Konstanten liefert Ansatz der gesuchten Losung:

u(z) = C1(x) e** + Cy(x) *”
v(z) = —Cy(x) e — 20y (x) *”
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Einsetzen in das System liefert:

Cre*® + Ohe®™ = 361
Cre** +205e*" =2e"

mit der Losung
Ci(z) = —T2ze " —2e72"  Ch(r) =36xe 2" +2e 7.
Die unbestimmten Integrale lauten

Ci(x) =24ze +8e3 4727 4 O, Oy(a) = —18ze 2 —9e 2" —2¢7 % + ()

Insgesamt erhalten wir dann die Losungen

u(x) =247 +8+e" + 1% — 182 — 9 — 2" + Cye?”
=01 +Che?" +6x—1—¢"

v(r) =247 —8—¢" — 1" + 367+ 18 + 4e” — 2(y "
=—C1 e’ =20, e + 122+ 10+ 3¢”

u(z) = Cr e+ Cre?® + 62 —1—¢
v(r) = —C1e*" —2Ce*" + 122 + 10 + 3¢”

Variante: Partikul&rldsung

Die Losung des homogenen Systems ist ja mit (2) schon vorhanden. Die AnsGize fur die parti-
kul&ren Lésungen stellen sich zusammen als Summe der Stérfunktionen beider Gleichungen.
Das ist deshalb der Fall, da ja beide Funktionen auch wegen der kopplung in beiden Glei-
chungen auftreten. Die Ansétze fur die partikuldren Losungen lauten:

uy(r) = Ae®*+Bx +C
vy(r) =De"+ Ex+ F

Diese beiden Funktionen setzen wir in das System von ODEs ein:



Lésungen: Blatt 3: DGL hdherer Ordnung und Systeme von DGL MAE 3

1. GIn
u, = 4u, +v, — 36
= Ae®+B=4(Ae"+Bx+C)+De"+Ex+F —36x
= 0=e"(3A+D)+z (AB+E —36)+ (4C + F — B)
=0 =0 =0
2.GIn
v, = =21, + v, —2¢”
= De"+E=-2(Ae"+Bzx+C)+(De"+ Ex+ F) —2¢€°
& 0= e (24+24) 2 (2B—E)+F 20— E
-0 =0 =0
=
und E=28 = B=6
= E =12
1
und F=6-4C N C=(F - E);
—(6-4C —12)~
— 320
= C=-1 = F =10

Das fuhrt auf die partikuléren Losungen:

up(r) = —€e"+6x —1
vp(z) =3e" + 122+ 10

Und damit insgesamt auf die Loésungen:

u(z) = C1e** + Cye*” —e" + 62 — 1
v(r) = —Cre** —2Cye** +3e” + 122 + 10




