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Grundlagen

Wir behandeln:

Mengen und Schreibweisen
Zahlen und Rechnen

Logik und Beweismethoden
Neue Zeichen fur’'s Leben

»Er hat ein paar LGS hingeschrieben, einige Theoreme
eingestreut und eh ich mich's versah hab ich ihm den
ganzen Beweis abgenommen ...«

In diesem Kapitel wollen wir grundsétzliche Regeln der mathematischen “Sprache” und
Aussagelogik festlegen. Wir bendtigen dieses Werkzeug, um klar, unmissversténdlich und ein-
deutig Dinge mathematisch beschreiben und mathematische Aussagen treffen zu kbnnen.



1 Grundlagen

1.1 Mengenschreibweisen

Eine grundlegende Fahigkeit menschlichen Geistes ist es, Objekte zu einem Ganzen zusam-
menfassen zu kdnnen. So fassen wir die Einwohner der Schweiz zu einem Ganzen zusammen,
indem wir sie die Bevdlkerung der Schweiz oder auch kurz Schweizer nennen. Wir wollen
Objekten, die wir aufgrund einer bestimmten Eigenschaft zusammenfassen einen Namen
geben:

Regel 1: Mengen:
Eine Menge ist eine Zusarnmenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Objekte einer Menge
heiBen Elemente.

Ist @ ein Element der Menge M so sagen wir “a ist Element von M “ und schreiben
ac M

und ist @ hingegen kein Element von M so sagen wir “a ist nicht Element von M” und

schreiben
a¢ M.

Wir unterscheiden zwischen Mengen in aufzdhlender und beschreibender Form. Zur be-
schreibenden Menge gehdrt zum Beispiel die folgende:

M := {z | x hat die Eigenschaft £'}

Wir sagen: “M ist definiert als (:=) die Menge aller Elemente z fur die gilt (|), dass sie die
Eigenschaft £ haben.”

Eine Menge aufzdhlender Form wdre etwa:
M :={1,2,3,4,5}

Wir sagen: “ M ist definiert als die Menge bestehend aus den Zahlen 1,2, 3,4 und 5.”

Wir arbeiten auch mit Mengen, die keine Elemente enthalten. Wir sprechen dann von der
leeren Menge und schreiben
0:={}.

N heiBt Teiimenge von M, wenn jedes Element in N auch eine Element von M ist. Auch
dafur gibt es eine Schreibweise:
NCM

Das bedeutet, dass jedes Element von N auch ein Element von M ist.



1.1 Mengenschreibweisen

Man beachte, dass wenn N eine Teiimenge von M ist auch N = M gelten kann. Soll
die Gleichheit ausgeschlossen werden so sagen wir “ N ist echte Teilmenge von M” und
schreiben

NcCM.

In anderen “Worten”:

N C Mundesgibteinz € M mitx ¢ N

Spdtestens jetzt sollten wir uns Uber die mathematische Bedeutung von “es gibt
ein” klar werden. Im mathematischen Formalismus bedeutet “es gibt ein” stets “es
gibt mindestens ein”. Darf es nicht mehr geben so sagt man “es gibt genau ein”.

Auch fUr diesen Formalismus existieren hilfreiche Ausdrucksformen, ndmlich die sogenannten
Quantoren. So heiBt

dreM|E

“es existiert ein Element x der Menge M mit der Eigenschaft £E”. E ist hierbei nicht die
Eigenschaft, die die Menge M auszeichnet. Die Menge M kdnnte beispielsweise die Menge
aller mannlichen Schweizer sein und die Eigenschaft £ kdnnte schwarzhaarig bedeuten.
Dann ware die Aussage dx € M | E gleichbedeutend mit “Es gibt einen Schweizer, der
schwarze Haare hat”. Es kann hier, wir erinnern uns, durchaus auch bedeuten, dass mehrere
oder gar alle schweizer Mdnner schwarze Haare haben.

Wdhrend hingegen
NAreM|E

bedeutet “es existiert genau ein Element x der Menge M mit der Eigenschaft E”. FUr unsere
mdannlichen Schweizer wlrde es bedeuten, dass es im ganzen Land nur einen einzigen
schwarzhaarigen Mann gibt. Eher unwahrscheinlich.

Vee M| E
bezeichnet “alle Elemente x der Menge M, die die Eigenschaft £ haben”.
Bei der Beschreibung von Elementeigenschaften einer Menge sind die Zeichen V fUr das logi-

sche ODER und A fur das logische UND zur Steigerung der Ubersicht und Darstellungseleganz
AuBerst nutzlich.

Mengen kénnen miteinander operieren. Man kann sie vereinen, gemeinsame Elemente
bezeichnen, sie addieren und voneinander abziehen, um nur die grundlegendsten von allen
moglichen Mengenoperationen zu nennen. Unter der Vereinigung von Mengen M und N

MUN :={z|(xe M)V (xreN)}
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verstehen wir alle Elemente, die sowohl in M als auch in N enthalten sind, wohingegen der
Durchschnift oder auch kurz Schnitt der beiden Mengen

MNN:={zeM|xze N}

nur die Elemente beinhaltet, die in M und gleichzeitig in N enthalten sind. Ziehen wir die
Menge N von der Menge M ab, sprich “M ohne N”,

M\N :={z € M|z ¢N}

so erhalten wir alle Elemente, die in M und nicht in N sind. Unter dem Komplement der
Menge M
MY = {z|z¢ M}

verstehen wir die Menge aller Elemente, die nicht in M sind.

Beispiel 1

Apfel und Birnen | Vor lhnen stehen zwei Obstkdrbe. Der linke Korb enthalt zwei Apfel und

drei Birnen. Der rechte Korb enthdlt zwei Apfel und eine Orange. Was ist die Schnittmenge
dieser beiden Mengen?

Die Schnittmenge ist die leere Menge. Warum?

Mengen M und N heiBen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben. Es gilt dann

MNON=10.

Zwei Mengen M und N heiBen gleich, genau dann wenn

MCMANCM

qilt.
Mengen selbst kbnnen Elemente von Mengen sein. Zum Beispiel sind

{1.2},3}, {03}, {0.{1,2},q4}

Mengen im Sinne der Definition.

Wir kdbnnen auch das Produkt von Mengen definieren. Sie durfen sich allerdings darunter
nicht vorstellen, dass je zwei Elemente aus zwei Mengen miteinander mulfipliziert werden!
Wie soll das auch funktionieren, wenn die eine Menge aus Apfeln und die andere aus Birnen
besteht? Man sollte sich viel mehr vorstellen, dass das Produkt von Mengen eine Menge von
Paaren, gebildet aus den Elementen der urspringlichen Mengen, besteht. Wir definieren:

Die Produktmenge M x N zweier Mengen M und N ist definiert durch
M x N :={(a,b) | (ae M)A (be N)},

die Menge der geordneten Paare.
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Zwei Elemente (¢, d) und (e, f) aus M x N heiBen gleich wenn ¢ = e und d = f gilt. Wir
schreiben das mal mathematisch:

Fur (e, d), (e, f) € M x N gilt: (¢,d) = (e, f) & c=eANd=f.

Wir kbnnen naturlich Produktmengen aus beliebig vielen Mengen bilden. Allgemein formu-
liert sieht das dann so aus:

MlX"'XMn:{<a17'-'7an)‘ai€Miaizlw"?n}

(ay,...,a,) heiBt geordnetes n-Tupel. Falls My = - - - = M,, =: M so schreibt man auch

M"™ statt M x---x M
—————

n—mal

Beispiel 2 Produktmengen

e R°=R xR ={(z,y) |z € RAy € R} (z,y)-Ebene)

R°=RxRxR={(r,y,2)|z€RAy€RAz € R} (3-dimensionaler Raum)

(0,1 = {(2,5,2) e R*|0< 2 <1A0<y<1A0< 2z < 1} (Einheitswirfel im
R?)

e {0,1}* = {(0,0),(0,1),(1,1),(1,0)} (die Menge aller Eckpunkte des Quadrats
0,1]* € R?

Wir fassen alle beschriebenen Mengenbezeichnungen zusammen:
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Regel 2: Mengenschreibweisen:

Schreibweise Definition Sprechweise
TeEM x ist Element von M
x ¢ M x ist nicht Element
von M
{z | = hat die Eigenschaft £’} Menge aller x
mit der Eigenschaft
E.
0 ={} leere Menge
NCM N ist Teilmenge
von M
NCM N ist echte Teil-
menge von M
Existenz—
operator: dz es existiert ein x
dlx es exist. genau ein x
Generdlisierungs—
guantor: A fUr alle
V logisches ODER
A\ logisches UND
Durchschnitt: MnNN ={zeM|ze N} M geschnitten N
Vereinigung: MUN ={x|(xe M)V (ze N)} | M vereinigt N
Differenz. M\N ={zxeM|x¢ N} M ohne N
Komplement: Mt = {z|xz¢ M} Komplement von M
Produktmengen:
MxN ={(a,b)|(ae M)A (be N)}
My x - x M, ={(ar,...,an)|a; € M,;i=1,...,n}

1.2 Zahimengen

Wir wollen uns nun mit ganz speziellen Mengen befassen, ndmlich den Zahimengen. Wir
haben in den voranstehenden Kapiteln schon mit ihnen gearbeitet, ganz so als wussten wir
worum es geht. Und in der Tat verhdlt es sich ja so, dass wir durch unsere Erfahrungen viel mit
Zahlen zu tun hatten, woraufhin sich ein gewisser Gewdhnungseffekt eingestellt hat. Nichts
desto trotzist es so, dass Zahlen nicht etwa in der Natur zu beobachten sind — oder haben Sie
schon einmal gesehen, wie sich eine 2 mit sich selbst multipliziert hat? — sondern ein geistiges
Konstrukt des Menschen darstellen. Wir wollen in diesem Kapitel die fur uns relevantesten
Zahlmengen zusammenfassen:

Wir starten mit der Zahl 1. Dann nehmen wir noch eine weitere 1 hinzu und erhalten die 2.
Noch eine 1 liefert die 3. Wir wollen diesen Prozess unendlich oft wiederholen und fassen aus
zeitlichen Grunden alle Zahlen, die wir auf diese Weise erhalten zusammen zu einer Menge,
versehen diese mit dem Symbol IN und nennen sie die Menge der natlrlichen Zahlen. Es gilt
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also
N := {1,2,3,...}.

Wollen wir auch die 0 einbeziehen so versehen wir unser Symbol mit einer entsprechenden
Kennzeichnung INy. Es ist demnach

Ny :={0,1,2,3,...}.

Wir wollen auch mit negativen Zahlen rechnen, also fugen wir sinnvollerweise zu IN, alle
naturlichen Zahlen, versehen mit einem negativen Vorzeichen hinzu und nennen die neue
Menge Z. Das ist die Menge der ganzen Zahlen und hat die Darstellung

Z:={.,-2,-1,012..}.

Bilden wir nun Brache (Z&hler durch Nenner) aus je zwei ganzen Zahlen, wobei wir peinlichst
darauf achten, dass der Nenner immer ungleich Null ist, so erhalten wir die Menge der
rationalen Zahlen, die wir mit () bezeichnen und die mathematische Definition

Q:= {@‘m,nez ANn#0 A GGT(m,n)zl}
n
besitzt. Fir m,n € Z mit n # 0 heiBt der Bruch
T EQ
n

gekurzt oder auch reduziert, wenn m und n keinen gemeinsamen nichftrivialen Teiler haben.
Ein frivialer Teiler ware die 1. 1

Es gab also zun&chst naturliche, ganze und rationale Zahlen. Bis man entdeckte, dass das
nicht ausreicht. Die Diagonale im Quadrat der Seitenl@nge 1 zum Beispiel kann nicht als
rationale Zahl geschrieben werden. Ich nehme die Spannung raus und verrate schon mal,
dass diese Diagonale die Longe \/§ hat. Aus der Schule wissen wir, dass \/§ diejenige Zahl
ist, die mit sich selbst multipliziert gerade die 2 ergibt. Aber kdnnen wir sie konkret darstellen?
Wir kennen einen gendherten Wert v/2 ~ 1.414213562..., aber volistindig beschrieben
ist sie damit nicht. Wir werden uns in Kapitel 1.4 (Satz 1.1) davon Uberzeugen, dass es eine
“vollsténdigere” Darstellung als die, die wir bereits verwendet haben, némlich V2, nicht gibt.

! Die Definitionen der Zahlenmengen haben historische Griinde:

Die antiken Griechen, die Schopfer der beweisenden Mathematik, vertraten unter dem
Einfluff der pythagoreischen Schule lange die waghalsige Lehre, dass die Welt sich durch
nattirliche Zahlen und deren Verhéltnis — also die rationalen Zahlen — beschreiben lasse.
Die Entdeckung, dass man jedoch die Diagonale eines Quadrats so nicht beschreiben
kann war fiir die Griechen ein tiefer Schock; den frevelhaften Entdecker dieser Ungeheu-
erlichkeit — pikanterweise ein Mitglied der pythagoreischen Schule selbst — sollen seine
pythagoreischen Genossen denn auch zur Strafe wihrend einer Seefahrt ins Meer gewor-
fen haben.
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Wir nennen alle Zahlen auf der Zahlengeraden die reellen Zahlen und bezeichnen diese mit
dem Symbol IR. \/§ zum Beispiel ist sicher eine Zahl, die sich in dieser Menge befindet, aber
nicht in Q enthalten ist. Damit gilt schon mal, dass

R\Q#0.

Wir gehen einmal davon aus, dass es noch mehr Zahlen gibt, die nicht rational sind, so dass
es sich lohnt dieser speziellen Menge einen Namen zu geben. Sie hat kein eigenes Symbol,
aber wir nennen sie die Menge der irrationalen Zahlen. Weitere Beispiele fur irrationale Zahlen
sind etwa

e=2,71828... Eulersche Zahl (siehe Kapitel 2.1)
™ =3,14159... Kreiszahl (sprich “pi”)

Wir fassen bis dahin schon mal zusammen:

Regel 3: Zahlmengen
Name Schreibweise  Definition
nattrliche Zahlen: N :={1,2,3,4,...}
mit der Null: Ny :=NuU{0}
ganze Zahlen: Z ={..,-2,—-1,0,1,2,...}
rationale Zahlen: Q = {% m,n€ZAn#0 N GGT(m,n) = 1}
reelle Zahlen: IR := alle Zahlen auf der Zahlengeraden
irationale Zahlen: IR\ @ := alleZahlen aus IR, die nicht rational sind

In Kapitel 2.1 werden wir Zahlen aus IR kennenlernen, die, obwohl auf den ersten Blick nicht
ersichtlich, dennoch durch einen Bruch darstellbar sind. Um das einzusiehen bendfigen wir
aber erst noch ein wenig mathematisches Werkzeug.

Mengen der Form
{reR| —2<z<3}

werden auch durch eckige Klammern in der Form
[_Qa 3]

dargestellt. Wir nennen diese speziellen Teilmengen der reellen Zahlen Infervalle. Es gibt
folgende Intervallformen
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Regel 4: Intervalle

Schreibweise Definition Beschreibung

[a,b] ={r€R|a <z <b} CIR | abgeschlossenes Intervall
(a,b) ={re€R|a<az<b} CIR | offenes Intervall
[a,b) ={r€R|a<z<b} CR | (halb-)offenes Intervall

(a,b) ={reR|a<z<b} CR | (halb-)offenes Intervall

Die Unterscheidung C und C beim offenen Intervall (a, b) hat damit zu tun, dass bei unbe-
schrdnkten Intervallgrenzen a = —oo und b = 0o

(a,b) =R

gilt und IR keine abgeschlossene Menge ist. Solcherlei mathematische Hintergrinde interes-
sieren uns aber nicht weiter. Wir vermerken es an dieser Stelle nur der Vollstandigkeit wegen,
da es immer mal wieder auffaucht und wir es einfach korrekt hinschreiben wollen.

Regel 5: Seien a, b € IR mit —oco < a,b < c.

M sondernimmer  [a, 00)

genauso:

=se8] sondemimmer  (—oo,b)

Eine weitere Ubliche Schreibweise fUr offene Intervalle (a, b) ist durch
Ja, b

gegeben.

Wir wollen noch eine kleine Notation einfGhren, die es uns erlaubt zwischen posi-
fiven und negativen, sagen wir reellen, Zahlen zu unterscheiden. Sprechen wir von
positiven reellen Zahlen so meinen wir Zahlen, die gréBer als Null sind und bezeichnen diese
mit IR, Es ist also

R":={zeR|z>0}.

Sprechen wir hingegen von nicht negativen reellen Zahlen so meinen wir Zahlen, die nicht
kleiner als Null sind und bezeichnen sie mit ]RSF. Sehen Sie den Unterschied? Es ist nGmlich

R :={zeR|z>0}.
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IR™ und IR, definieren wir analog.

Auf die Menge der sogenannten komplexen Zahlen, versehen mit dem Symbol C werden
wir nicht umfassend eingehen, denn sie sind Bestandteil der Linearen Algebra im zweiten
Semester. Sie sind allerdings ein wesentlicher Bestandteil der hdheren Mathematik und da
wir bisher nur Zahlmengen betrachtet haben, die uns eigentlich schon bekannt waren wollen
wir uns gerne auch etwas Neuem widmen.

Die Grundidee der komplexen Zahlen komnmt aus der vermeintlich nicht Iésbaren Situation,
bei der ein x gesucht wird mit
24+1=0.

Wir haben gelernt, dass wir die Wurzel nicht aus negativen Zahlen ziehen durfen, weil keine
reelle Zahlim Quadrat negativ sein kann! Und weil es heilt “Was der Mathematiker nicht hat,
das macht er sich.” definieren wir uns einfach Zahlen, deren Quadrat negativ sein kann. Mit
dem Symbol i bezeichnen wir eine “imagindre” /— 1. Es ist dann signifikanterweise i2 = —1.
Eine komplexe Zahl c ist eine GroBe der Form

c=a+1-b,
wobei a, b € IR gilt. Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet, das heit also
C={clec=a+i-bAabelR}.

Wir nennen a den Realteil und b den Imaginérteil von c.

Regel 6: komplexe Zahlen

Name Schreibweise Definition

komplexe Zahl: c ' =a+1i-b

konjugiert komplexe Zahl: ¢ =a+i-b=a—1-b
Realteil von c: Re(c) = a

Imaginarteil von ¢ Im(c) =10

Rechenregeln filirkomplexe Zahlen

Addition: (a+i-b)+(c+i-d) = (a+c)+i-(b+d)
Subtraktion: (a+i-b)—(c+i-d) = (a—c)+i-(b—d)
Multiplikation: (a+i-b)-(c+i-d) = ac—db+i-(bc+ ad)
Division: = = g i o

10
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Beispiel 3

Rechnen mit komplexen Zahlen | Damit Sie einen Eindruck gewinnen kénnen wie leicht und

unbeschwert das Rechnen mit komplexen Zahlen ist, rechnen wir mal ein kleines Beispiel
durch. Fur die komplexe Zahl

c=95+1-3

ist

Es sei

d=2—-1-4

eine weitere komplexe Zahl, die wir auch umformulieren kdnnen zu

d=2+1i-(—-4).

Damit ist besser ersichtlich, dass

gilt.

11
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Summation: c+d=5+1-3+2+4+i-(-4)=T+i-(-1)=7—1
= Re(c+d)=7 und Im(c+d)=—
Subtraktion: c—d=5+1-3-24+1-4=3+1-7
= Re(c—d)=3 und Im(c—d)=7
Multiplikation: c-d=0bB+i-3)2+1i-(—4)
=104 - (—14) +4*- (—12)
=224 (—14)
=22—4-14
= Re(c-d) =22 und Im(c-d)=—-14
c 5 +1-3
Division: =
ivision =5 71
(5+z 3)(2—i-4)
(2—@ 4H)(2—i-4)
_(B5+i-3)(2+i-4)
B 20
1042647212
B 20
24026
20
_1,,.B
00
N R (c) 1 nd (c) 13
el=)=—— u - —
d 10 d 10
Regel 7: weitere Zahimengen:
Name Schreibweise  Definition
positive reelle Zahlen: R* ={zeR|xz>0}
nicht negative reelle Zahlen: RS ={zeR|z>0}
negative reelle Zahlen: R™ ={reR|z<0}
nicht positive reelle Zahlen: Ry, ={zeR|z<0}
komplexe Zahlen: C ={a+ibla,beR A *=—1}

12
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1.3 Potenz und Wurzel

Regel 8: Rechnen mit Potenzen: Seien a € IR, b € IR; undn, m € IN*

ganzer Exponenten: rationaler Exponent:
@l o=l (a # 0) Vb o=bn
an—l—l —q-a®

Rechenregeln

— _ 1 _ [(1\"™
a =45=(z) :(b%)m:%m
an+m :anam

1 1 1 +i m-+4n

bnbm =bnTm = bnam

(b% +b%) — b (1 + b%—%)

Bemerkungen

Furn # 0ist 0" = 0. Wahrend 0° ein unbestimmter Ausdruck ist.

Eine groBe Bitte:

Va+b+#a+Vb

Wirkénnen das leicht einsehen, wenn wira = b = 2 einsetzen. Dannist néimlich

2:\/2+27é\/§~|—\/§:2-\/§,denn\/§;é1.

Und noch etwas:

Achten Sie auch besonders darauf;
(a")" # a"
Ein einfaches Beispiel soll Sie Uberzeugen:
Einerseifs gitt (23)% = 23 .23 = 233 — 223 — 96 — 64 und andererseits 2 = 29 = 512,
nicht wahr?
1.4 Rasiermesserscharfe Logik: mathematische Aussagen
Die Mathematik hat nicht etwa deshalb eine Sprache entwickelt, um nur Wérter zu bilden,

sondern um Aussagen treffen zu kdnnen. Was das ist aus mathematischer Sicht und wie diese
zu treffen und zu verstehen sind wollen wir genauer betrachten.

13
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Regel 9: Aussage:
Eine Aussage ist ein sinnvolles sprachliches Gebilde, das entweder wahr oder falsch ist.

Etwas anderes als wahr oder falsch wird nicht zugelassen. Aussagen kann man miteinander
verknupfen. Die Aussage dieser VerknUpfungen werden in Wahrheitstabellen definiert. Bevor
wir uns eine solche Tabelle anschauen fUhren wir noch ein paar sprachliche Elemente ein.
Es seien Aussagen A und B gegeben.

Regel 10: Verkniipfungen von Aussagen

Schreibweise Sprechweise

Negation: -A nicht A

Konjunktion: A A B Aund B
Alternative: AV B Aoder B
Implikation: A = B aus A folgt B
Aquivalenzz A< B A ist dquivalent zu B

Die Negation einer Aussage A beinhaltet, salopp gesagt die “minimalste” Stérung, die dazu
fUhrt, die Aussage A falsch zu machen. Nehmen wir ein Beispiel: Wir treffen die Aussage:
“Alle Autos in Winterthur sind rot.” Die Negation dieser Aussage ist dann “Es gibt ein Auto in
Winterthur, das nicht rot ist.”

Regel 11: Aussage verkniipfter Aussagen
A|B|-A|AANB|AVB|A=B| A< B
W | W| F W W W W
W | F F F W F F
FI|F | W F F W W
FIW| W F W W F

Aus der Wahrheitstabelle kbnnen wir logische Regeln erstellen:

14



1.4 Rasiermesserscharfe Logik: mathematische Aussagen

—A=A Doppelte Verneinung
(A= B)=(-AV B)=(-B= —A) Ersetzen der Implikation
(A B)=((A= B)AN(B=A4))

=-(-A & B) Ersetzen der Aquivalenzrelation
—~(AANB)=-AV-B de Morgansche Regeln
-(AVB)=-AN-B de Morgansche Regeln
-(A=B)=ANAN-B Verneinung der Implikation
(A< B)=(AAN-B)V (-AAB) Verneinung der Aquivalenzrelation

Die Aussagenlogik ist unentbehrlich bei der mathematischen Beweisfuhrung. Eine Aussage

der Form
A:="Es gibt (mindestens) ein Auto in Winterthur, das rot ist.”

ist auf direktem Weg meist schwer zu beweisen. Gewdhnlich geht man dabei so vor, dass
man die Negation davon annimmt und dies zu einem Widerspruch fuhrt. Man nimmt also an
es gelte —A:

- A = "Alle Autos in Winterthur sind rot.”

Wenn man diese Annahme zu einem Widerspruch fUhren kann, was meist dadurch etrreicht
wird, dass man einfach ein Gegenbeispiel findet, so folgt, dass — A falsch ist, was direkt dazu
fUhrt, dass die Aussage A wahr ist. In diesem Fall wird sich ein Gegenbeispiel finden lassen,
indem man einfach aus dem Fenster schaut.

Ubrigens: Jede Aussage Uber die leere Menge ist wahr!

Wir wollen uns im folgenden mit drei wesentlichen Beweismethoden beschdftigen.

Regel 12: Beweismethoden
1. direkter Beweis
2. indirekter Beweis

3. vollstandige Induktion

Beim direkfen Beweis verfGhrt man “straight forward” salopp gesagt. Der indirekte Beweis
funktioniert so, dass man zundchst die Negation der Aussage annimmt und diese dann zu
einem Widerspruch fuhrt, woraufhin die urspriingliche Aussage Gultigkeit erhdllt. Der drit-
ten Beweismethode, dem sogenannte Beweis durch Vollstdndige Induktion widmen wir das
folgende Unterkapitel, Kapitel 1.5 und werden auch erst dort genauer darauf eingehen.
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1 Grundlagen

Wir erinnern uns an die Aussage aus Kapitel 1.2, dass \/§ nicht durch eine rationale Zahl
beschrieben werden kann. Das wollen wir nun beweisen und formulieren den

Satz 1.1. Fiir p,q mit ¢ # 0 gilt:
(VE:S) = (peZVqdZ)
Um diesen Satz zu beweisen, benodtigen wir folgende Aussagen, die wir dehalb vorweg

formulieren, damit wir sie dann im Beweis verwenden kdnnen.

Hilfssatz 1.2. Fiirn € Z gilt:

1. Ist n gerade so ist n* ebenfalls gerade.

2. Ist n ungerade so ist n* ebenfalls ungerade.

Wir wollen uns davon Uberzeugen:
Beweis Hilfssatz 1.2:

Zu 1.: Was wir zeigen wollen hat die folgende Aussagenstruktur. Sein € Z. Mit

A :=n ist gerade und

B :=n? ist gerade

gilt
A= B.

O

Dasist so einfach, dass wir den Beweis ohne Umsténde direkt durchfUhren kdnnen. Wirnennen
ihn deshalb “direkten Beweis”. Eine gerade Zahln kann dargestellt werden alsn = 2k, k € Z.
Dann ist

(2k)? = 4k* = 2(2k?)

selbstverstndlich wieder eine gerade Zahl, da sie immer noch durch zwei teilbar ist.

Zu 2.: Diese Aussage beweisen wir analog zur ersten: Sei k = 2n + 1. Dann ist

(2k +1)% = 4k* + 4k + 1 = 2(k* + 2k) +1

gerade Zahl

eine ungerade Zahl, womit beide Aussagen bewiesen sind.

Nun kommen wir zum Beweis des Satzes.

16



1.4 Rasiermesserscharfe Logik: mathematische Aussagen

Beweis Satz 1.1:

FEine tibliche Vorgehensweise bei der Beweisfiihrung ist der sogenannte “indirekte Be-
weis”. Man nimmt einfach die Negation an und fihrt dies zu einem Widerspruch.

Wie sieht das formal aus? Wir haben zwei Aussagen:

i -2

q
B:=(p¢ZVqi¢Z)

unter der Voraussetzung (!), dass q # 0 wollen wir foldende Behauptung zeigen:

A=B (1)
Wir nehmen die Negation an. Also Annahme: Es gilt
AN-B. (2)

Schauen wir zundchst mal was =B genau ist:
“B=-(p¢ZVvq¢Z)
=-(p¢Z)n-(q¢2)
=peZ)N(gc?)
=p,qel
Gleichung (2) kann ersetzt werden durch

(ﬁ:]é)/\p,qez (3)

Konnen wir die Aussage in (3) zu einem Widerspruch fiihren so gilt die urspringliche,
zu beweisende Aussage (1).

Wir nehmen also an, dass es eine rationale Zahl gibt, die Wurzel aus zwei darstellen
kann. Die rationale Zahl sei so dargestellt, dass § € Z,q # 0 gekiirzt ist. Das kann
man ja immer machen.

v2="2

q

2

N 2= L
q

= 2q2 = p2

Dies bedeutet, dass p? eine gerade Zahl ist. Mit Hilfssatz 1.2 gilt auch dass p eine gerade
Zahl ist. Wir definieren v := %, was wieder eine ganze Zahl sein muss und setzen diese
fiir p ein. Dann gilt weiter

= 2¢% = 4r?

& ¢ = 2r?

17



1 Grundlagen

was bedeutet, dass auch q eine gerade Zahl ist. Dies steht im Widerspruch zur Annahme,
dass p und q keinen gemeinsamen Teiler haben. Wir haben unsere Rechnungen also
erfolgreich auf einen Widerspruch gefiihrt, was die Schlufifolgerung erlaubt, dass die
negierte Aussage falsch und demzufolge die eigentliche Aussage (1) wahr ist.

O

1.5 Vollstandige Induktion

Wir haben bereits die Beweismethoden “direkter Beweis” und “indirek-
ter Beweis” kennengelernt. Nun wollen wir uns der Beweismethode der
Vollsténdigen Induktion widmen. Das Grundprinzip ist ganz einfach: Den-
ken Sie an Dominosteine. Sie wissen, wenn ein Stein umgestoBen wird so
wird dieser den ndchsten Stein ebenfalls zu Fall bringen. Das ist zun&chst
ein reines Wissen, ohne, dass ein Stein wirklich fallt. Dies nennt man den
Indutionsschritt. Wenn Sie nun einen Stein wirklich antippen und zu Fall
bringen, so ist Innen aufgrund der Kettenreaktion, bzw. des Induktions-
schrittes klar, dass alle Steine umfallen werden. Das Starten dieses Pro-
zesses nennen wir Induktionsanfang.

In anderen Worten: Wenn die Aussage A(1) gilt und wir gezeigt haben, dass A(k) = A(k+1)
gilt und zwar fur alle k € IN, so folgt, dass auch A(2) gilt, denn wir haben gezeigt, dass
A(1) = A(2) gilt. Wenn A(2) gilt, so folgt, dass auch A(3) gilt und so weiter.

Zeile | A(k) | A(k+1) | A(k) = A(k+1)
1 W W W
2 W F F
3 F W W
4 F F W

Der Beweis besteht im Grunde aus zwei Teilen. Erinnern Sie sich zun&chst mal an das profane
Beispiel “Es regnet, folglich ist die StraBe nass”. Wenn Sie
Es regnet = die StraBe ist nass

zeigen koénnen sind Sie bei der obigen Wahrheitstabelle in einer der Situation von Zeile 1,
3 oder 4. Wenn Sie also diese Folgerung bewiesen haben, haben Sie noch lange nicht
bewiesen, dass es regnet, auch nicht dass die StraBe nass ist. Sie haben lediglich gezeigt,
dass fur den Fall, dass es regnet die StraBe dann nass sein wird. Wenn Sie also eigentlich
zeigen wollen, dass die StraBe nass ist, mussen Sie noch zusdtzlich beweisen, dass es regnet.
Dann sind Sie in der Wahrheitstabelle in der Zeile 1 gelandet! Et voild!

Will man zeigen, dass eine Aussage A(n) fUr alle nattrlichen Zahlen n € IN richtig
ist, muss man beweisen, dass die Aussage fur einen Startwert, etwa n = 1 richtig
ist und dass man von n = k auf n = k + 1 schlieBen kann. (Die Aussage A(n)
kénnte zum Beispiel sein: Der Dominostein mit Nummer n féillt.)

Wir formulieren das ordentlich:
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1.5 Vollstndige Induktion

Regel 13: Vollstandige Induktion: Vn € IN sei A(n) ist eine Aussage Uber n € IN. Wenn
gilt:
A(1) istwahrund (Induktionsvoraussetzung)
A(k) = A(k+1) st wahr, (Induktionsschritt)

dann gilt: Vn € IN : A(n) ist eine wahre Aussage.

Beispiel 4

Vom “kleinen GauB”

Wir wollen zeigen, dass

nn+1
1+2+3—|—~-+n:%
gilt; und das per Vollsténdiger Induktion (klar). Also:
Beweis durch VollstGndige Induktion:
Behauptung Vn e IN :
n(n+1)
1+ 4+n=
2
Induktions-
nauidions Die Aussage gilt furn = 1:
anfang
1(1+1
Gl R
2
Induktions-
nduidions Die Behauptung gelte fur n = k:
voraussetzung
k(k+1
A(k) - 1+2+3+'~+k:% (4)
Induktions—
schritt

A(k) = A(k+1)
mit
(k+1)(k+2)

Ak+1):  1+2434+k+(k+1)= ;
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1 Grundlagen

Indukhons.- Hier geht man typischerweise so vor, dass man mit der linken Seite der
beweis Aussage A(k + 1) startet, so umformuliert, so dass man die Gleichung (4)
einsetzen kann. Umformulierungen fuhren dann auf die rechte Seite in

Gleichung (5), womit die Gleichheit in (5) unter der Annahme, dass A(k)

wahr ist, gilt.

14243+ 4+k+(k+1)=1424+3+---+k+(k+1)
=@+(k:+1)
k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k+2))

Regel 14: Struktur der vollstéindigen Induktion:

Aussage:
Voraussetzungen
Behauptung: A(n) gilt furalle n € IN

Beweis: (vollstndige Induktion)
Induktionsanfang: Prufe A(1)!
Induktionsannahme: Gelte A(k) furein k € IN.
Induktionsschritt: Zeige: A(k) = A(k +1)

Fur die Aussage (die offensichtlich falsch ist)

n(n+1)

L2440 < =

I&4Bt sich der Induktionsschritt A(k) = A(k + 1) auch zeigen. Aber A(1) ist
nicht wahr.

Die Aussagenkette muss nicht bein = 1 beginnen. Wenn A(1) nicht wahr ist, aber A(2) und
der Induktfionsschritt gezeigt werden kann, so gilt die Aussage eben fUr alle n > 2.

Wir wollen noch ein Beispiel rechnen

Beispiel 5

Bernoullische Ungleichung

20



1.5 Vollstndige Induktion

Behauptung Vnec INVxy > —1 :
(I4+2)">14+nx

Induktions—

anfang (lt2)>1+a

Induktions-

kelNAx>-—-1:
voraussetzung

Alk):  (1+2)f>1+ka

Induktions-

schritt A(k) = A(k + 1) mit

Alk+1): 14+ 2)" >14+ (k+ 1z

Induktions-
beweis

(1+ ) = (1 +2)"1 +2)
> (1+kx)(1+x)
=1+ (k+ 1)z + ka?
>14+(k+ 1)z

denn kz? > 0. (Und? warum muss jetzt z > —1 sein? HmM?) U

Typischerweise sind Aussagen, die per Vollstindiger Induktion bewiesen werden von der
Form n—facher Summen oder Produkte. Etwa wie im Beispiel 4. Die “Punktchen”-Darstellung
1+ --- + nist in der Mathematik aus gutem Grund nicht gerne gesehen. Stellen Sie sich
einmal vor wie Sie die Summe aus den Dezimalzahlen

0.9 = 0.9999- - -
und 0.1 =0.1111---

berechnen sollen. Wenn man es schafft, sich der PUnktchen zu entledigen, kann man be-
rechnen, dass die Summe dieser beiden Zahlen gerade % = 1.1111 - - - ist. Ist dann etwa
0.9999 --- = 1? Wir werden es in Aufgabe 77 (Kapitel 2.1) untersuchen. Doch zundchst
fuhren wir noch zwei neue, sehr nUtzliche Zeichen ein. Das ist zum einen das Summenzeichen
Y (siehe Regel 15) und das Produkizeichen [ (siehe Regel 16).
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1 Grundlagen

Regel 15: Das Summenzeichen: Fur m,n, k € Z,a, € IR
Zak::am+am+1+---+an furm <n
k=m

Sprich: “Summe der a;, von k gleich m bis n”. Ist k > m so definieren wir
n
Zakzzo farm > n.

Rechenregeln: Sei stets m < n. Dann gilt:

Summe/Differenz:
Zakﬂ:Zbk Zakibk)
k=m

Produkt mit einem Skalar (¢ € ]R):

n n
E car = C E Qg
k=m k=m

Indexverschiebung:
n—+p
E:ak E:akp E:ak+p
k=m k=m+p k=m—p
Teleskopsummen:

> (ar — k1) = ap —

k=m

Beispiel 6 Teleskopsumme | Wir wollen die Summe

Dy

auswerten. Ohne Computer scheint das auf den ersten Blick ein wenig muhsam zu sein. Wir
mussen ein wenig umformen. Zundchst machen wir aus dem komplizierten Term zZwei
einfache:

_1
k(k+1)

1 a b k(a+b)+a b=—a 1 1

R+ k1l R+l .ok R+l

Nun ké&nnen wir die Summe umformen zu

999

=ak =i0k41
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1.6 Die Binomische Formel

Nach Aufgabe 77 gilt fir Teleskopsummen dieser Form

999

= Z(ak - ak+1) = a1 — 41000

k=1
1 999

Insegesamt haben wir berechnet, dass

999 1
Z T —10.999
p k(k+1)

Ha&tten Sie das Ergebnis vermutet?

Das Produkizeichen wird uns nicht gar so haufig begegnen wie das Summenzeichen, aber
dennoch, der Vollstndigkeit wegen und wo wir gerade dabei sind:

Regel 16: Das Produktzeichen: Furm,n € Z, a;, € IR

n
Hakzzam~am+1---an farm < n
k=m

Sprich: “Das Produkt Uber die a;, von k gleich m bis n”. Auch hier erkl&ren wir die Situation
n
Hakzzl farm >n.
k=m

Indexverschiebung:

n n—p
ICE
k=m

k=m—p

Teleskopprodukt:

n
==

k Ar—1 Ap—1
=m

1.6 Die Binomische Formel

Wir wollen in diesem Kapitel eine Formel fur die Berechnung von
(a+0b)"
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1 Grundlagen

fura,b € IR undn € IN kennen lernen.

(a+0)° = 1

(a+b) = a + b

(a+0)? = a4+ 2ab  + P

(a+0b)3 = a + 3a* +  3a® 4+ b
(a+b)* = o + 4a® + 6a** + 4dab® + !
(a+b)" = 2

Die koeffizienten der einzelnen Summanden werden im sogenannten Pascalschen Dreieck
dargestellt:

Regel 17: Das Pascalsche Dreieck:

n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 ) 10 10 ) 1

Diese Darstellung 18t die Vermutung aufkommen, dass man die Berechnung von (a + b)"
in eine allgemeinene Form fassen kann. Es k&nnte also eine Formel geben. Dazu bendtigen
wir erst noch etwas mehr aus dem Potpourri des mathematischen Handwerkkastens:

Regel 18: Fakulat: Sein € IN,

o =1

Regel 19: Binomialkoeffizient: Seien n,k € INy und n > k. Dann definieren wir die

Binomialkoeffizienten wie folgt:
n\ n!
k) kl(n—k)
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1.6 Die Binomische Formel

Aus der Definition der Binomialkoeffizienten folgt direkt, dass

n n n )
(O)zl, (n)zl und (k):() furn < k

gilt. Letzteres kdnnen wir leicht einsehen, wenn wir eine kleine Umformulierung vornehmen
und zwar dergestallt, dass n < k Uberhaupt zuldssig ist: Es ist

n! nn—1)---(n—k+1 J
Kn—k) — k'< _/?1;[0"‘] (6)
denn
nl=1-2---(n—1)-n
=1-(n—k)n—k+1)---(n—1)-n
=(n—k)!
=n—-k!n—-k+1)---(n—1)-n
=
n! Cn=kl-n—k+1)---(n—1)-n
El(n —k)! kl(n — k)!
(n=k+1)---(n—1)-n
a k!
= (= 0)(n—1)(n =2+~ (n — (k1))
=
_EO("—J)

Die Darstellung in (6) hat gegenuber der Darstellung in Regel 19 den Vorteil, dass Sie dann
auch Werte n < k einsetzen kénnen. Sie werden dabei aber feststellen, dass das Ergebnis
immer Null ist. Wozu das also? Die Variante in (6) kommt dann zum Einsatz, wenn wirn € IR
zulassen wollten. Wir werden uns aber auf n. € IN beschrénken und halten lediglich fest, dass
unter bestimmten Voraussetzungen die Binomialkoeffizienten verschwinden.

§bla
Die Werte der Binomialkoeffizienten kann man auch direkt aus dem Pascalschen
Dreieck ablesen. So ist etwa der Wert von (g) in der 5-ten Zeile des Pascalschen
Dreiecks (Regel 17) zu finden, wenn man 4 Schritte nach rechts l&duft. Oder allge-
mein: Der Wert von (Z) befindet sich im Pascalschen Dreieck in der n-ten Zeile
auf Position k£ + 1. Wir gehen davon aus, dass n > k ist. Andernfalls ist der Wert
immer 0.

Nun wollen wir endlich die Binomialkoeffizienten verwenden, um (a + b)” darzustellen:
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1 Grundlagen

Regel 20: Binomische Formel: Seien n, k € INg und a, b € IR. Dann gilt

S A

k=0

Der Beweis ergibt sich aus rein kombinatorischen Betrachtungen:
(a+b)" =

Y\ 0 N\ 171 N\ n-2p2 Y gk 4
<O)ab+<1)a b+(2>a b’ + +(k>a b" +
+( " >a1b"—1+(n)a°b"
n—1 n
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Folgen und Reihen 2

Wir behandeln:

Aufzdhlen bis in“s Unendliche ...

... und dann summieren wir das noch auf. Iéa('ZZ DAoL /
Woher kormmt die Eulersche Zahl ... ' '

und was hat sie mit Wachstum zu tun?

2.1 Folgen und Grenzwerte

Die Tante bringt dem Kind eine Tafel Schokolade. Weil es sich lange Zeit an der SuBigkeit
erfreuen will halbiert es die Tafel und verwahrt eine Hdlfte fr den kommenden Tag auf. Am
nachsten Tag will es die Tafel wieder nicht aufessen und halbiert sie wieder. Es hat nun jeden
Tag weniger Schokolade aber immer noch was Ubrig fur den néchsten Tag.

Schokoladenvorrat | 1 0.5 0.25 0.125 0.0625 0.03125 0.015625 ... 27"+l
amTag | 1 2 3 4 ) 6 7 RN )

Abbildung 2.1 stellt graphisch dar, wie sich der Schokoladenvorrat des Kindes entwickelt.
Theoretisch kann es beliebig lange einen Vorrat beibehalten, da dieser sich erst im Unend-
lichen auflbsen wird. Die Folge, die den aktuellen Anteil der Schokoladentafel an einem
bestimmten Tag n beschreibt kbnnten wir etwa so definieren:

Up 1= 5y (7)

Die so gewdhlte Darstellung nennt man eine (reelle) Folge. Generell bezeichnet man mit
einer Folge eine Abbildung die natUrliche Zahlen n € IN (oder auch INg) in die Menge der
rellen Zahlen a,, € IR abbildet. Wir schreiben



2 Folgen und Reihen

T
[
I

0.8 [ i

Anteil vorhandener Schokolade

0.6 [ i

04| .

02| ,

Abbildung 1: Schokoladeneinteilung eines Kindes

Regel 21: Folgen:

a,: N—1IR (n€Nunda, € R)

oder (@)min

oder auch kurz ~ {(a,)

Die Zahlen a,, heiBen Glieder der Folge.

Es gibt verschiedene Darstellungsmoglichkeiten von Folgen:

Regel 22: Darstellung von Folgen:

Darstellungsart | Beispiel
explizit a, =2n—1

implizit ap =1
(auch rekursiv) | any1 = a, + 2

aufzéhlend 1,3,5,7,9,...

Aus einer expliziten Darstellung 1&8t sich immer eine implizite ableiten. Die Umkehrung gilt
allerdings nicht.
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2.1 Folgen und Grenzwerte

Beispiel 7 Von explizit zu implizit | Wir erzeugen alle ungeraden Zahlen aus IN durch
a, =2n—1.
= Ap—1 =21 —3
= Ap — Ay = 2
= Ap = Qp_1 + 2
Beispiel 8 Von implizit zu explizit | Manchmal ist es méglich die implizite Darstellung in eine explizite

umzuformulieren. Nehmen wir wieder obiges Beispiel und betrachten die Folge in impliziter
Darstellung:

(11:].

Up = Gp_1 + 2

Es ist

(p = Gp_1 + 2

& Ap — Qp_1 = 2
Die Folge hat eine “Steigung” von 2, was bedeutet, dass sie von der Form
a,=2n+m

ist. Wir mussen noch m bestimmen. Dazu verwenden wir den Startwert der Folge a; = 1.
damit gilt

a1:21+m:1
& m=—1
=

a, =2n—1

Die aufzéhlende Darstellung ist
1,3,5,7,...

also gerade die ungeraden Zahlen.
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2 Folgen und Reihen

Regel 23: spezielle Folgen:
Arithmetische Folgen: Je zwei aufeinanderfolgende Folgenglieder unterscheiden sich
durch einen konstanten Wert:

Ap+1 = Qp t+C
= a,-1 + 2c
=a;+nc

Geometrische Folgen: Der Quotient von je zwei aufeinanderfolgenden Folgengliedern
ist konstant:

Gy = a1q
_ _ 2
a3 =a2q =aiq
py1 = a1q"

Alternierende Folge: Diese Folgen haben die Eigenschaft, dass sie nicht konfinuierlich
steigen oder fallen sondern “hin—und herspringen”. Meist ist dafur ein Ausdruck der Form
(—1)™ verantwortlich, so dass die Folge die Form

a, = (—1)" xirgendeine Folge
hat.

Harmonische Folge:

Fibonacci Folge:

ap = 1, a9 — 1
Ap42 = Ap41 + ay,
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2.1 Folgen und Grenzwerte

Beispiel 9

Beispiele von Folgen ‘

(a) a,=n? {1,4,9,16,...}
(b)  a,=(-1)" {-1,1,-1,1,-1,1,...}

1 _ _ _
) a,= (1 + —) {2,1.5,1.3,1.25,1.2,1.16,1.1428 ..., 1.125,1.1,1.1,.. .}
n

Die Beispiele sind in Abbildung 9 graphisch dargestellt. Was falit Ihnen auf?

20 T T T T T T T

15 | —

10 | —

[olN¢]
[0}
(0]
—
O
-~
[o]
(©]
o}
(0]
o

Abbildung 2: Folgenbeispiele

Regel 24: Grenzwert: Eine Zahl a heiBt Grenzwert der Folge (a,)nen: <
Ve>03dno e NVn>ng: |a, —a| <e.
Eine Folge (a,,)nen heiBt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Schreibweise:

lim a, = a
n—oo

Andernfalls nennen wir sie divergent.

Eine Folge besitzt hdchstens einen Grenzwert, oder anders formuliert: Eine konvergente Folge
besitzt genau einen Grenzwert.
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2 Folgen und Reihen

Beispiel 10

Sei € > () vorgegeben. Dann gilt

1
——0

n

<e = n>-.
€

Wahle ein ng > % dann ist fur alle n > ngy die Bedingung fur Konvergenz erfullt.

Beispiel 11 ‘ Fur die Folgen aus Beispiel 9 gilt: (a) und (c¢) sind divergent und (b) ist konvergent.

Beispiel 12 /2 |Es sei die Folge

CL1:1,
24+ a,
Apy1 = 1+a

gegeben. Wir wollen sie auf Konvergenz (was sonst?) untersuchen. Verschaffen wir uns
zundchst eine |dee davon, wie der Grenzwert aussehen kdnnte, wenn es denn einen gibt,
indem wir einfach mal ein paar Werte einsetzen:

a; =
24+a 241 3

ay = - —S =15
l+a, 1+1 2
2 242 7

i B
1+(l2 1‘{'5 5
2+4a; 24§ 17

YT e 141 12
24a; 2+ 41

- - == 1413
BT T a1+ 2T 2
?

Allem Anschein nach I&uft diese Folge auf \/§ zu. Nehmen wir das doch einfach mal an und
prufen, ob dem so ist:
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2.1 Folgen und Grenzwerte

24+ a, an — V2a, +2—+2
an+1_\/§|: —V2| = V2 V2
1+a, 1+ a,
1—+/2 1
A )| <t - va
1+a, 2

1 n 1 n+1
§(§> ‘al_\/§|§<§) —0

Et voil&: damit gilt dann auch

lim an:\/i.

n—o0

Erinnern Sie sich an die Uberlegungen, die wir in Kapitel 1.2 bezlglich der rationalen Zahlen
@ angestellt hatten? Wenn wir rationale Zahlen mit Addition, Subtraktion, Multiplikation oder
Division verknUpfen so erhalten wir wieder rationale Zahlen. Hm. Das ist schon richtig so lange
wir keinen GrenzUbergang machen. Die Folgenvorschrift a,1 = ﬁgz mit einer rationalen
Zahl als Startwert, némlich a; = 1 liefert stets wieder eine rationale Zahl. Der Grenzwert ist
allerdings eine irrationale Zahl, ndmlich \/5 Wir haben mit Sazt 1.1 bewiesen, dass dies keine

rationale Zahl ist!?

?Dieses Verfahren wird auch von Compilern und Taschenrechnern verwendet, um die Wurzel zu
berechnen. Auch beim Design von Halbleiterchips muss auf solche Hilfsmittel zugegriffen werden. Das
Verfahren gibt es in allgemeinerer Form fiir verschiedene Wurzelausdriicke und nennt sich ”Heron—
Verfahren”.
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2 Folgen und Reihen

Regel 25: Rechenregeln fiir konvergente (!) Folgen: Sind (a,,),en Und (by,)nen konver-
gente Folgen, so gilt

e (a, + by)nen ist konvergent und

lim (a, + b,) = lim a, + lim b, .
n—oo n—oo n—oo

e (ay, - by)nen ist konvergent und

lim (@, - b,) = lim a, - lim b, .
n—o0 n—oo n—o0

e Istlim,, ,. b, # 0 so gibt es ein ng, so dass b, # 0 fur n > ny. Dann gilt (Z—”)
"/ nelN

ist konvergent und
. ap limyan
lm — = ———
n—oo by, T

Regel 26: Eigenschaften von Folgen: Sei (a,,) e eine Folge.
1. Monotonie: Eine Folge ist monoton wachsen (fallend):. <

an 2> an1 (@n < ap1)  Vn€EN

( fur strenge Monotonie)

2. Beschrdnkheit: Eine Folge ist nach oben (unten) beschrdnkt: <

dceR: a,<c (a,>c) Vn € IN

3. Monotoniekriterium: Ist eine Folge monoton wachsend (fallend) und nach oben
(unten) beschrankt so ist sie konvergent und besitzt genau einen Grenzwert.

Im folgenden Unterkapitel werden wir dem Grenzwert einer sehr wesentlichen Folge mit
Monotonie und Beschrdnktheit auf die Schliche kommen.

2.2 Die Eulersche Zahl

Stellen Sie sich vor, Sie legen einen CHF bei der Bank “Sparnase” an. Diese Bank bietet Ihnen
einen Jahreszins von sage und schreibe 10%.

Dann sieht die Entwicklung lhres Reichtums in Jahren so aus:
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2.2 Die Eulersche Zahl

Jahr o 2 '3 o n
Guthaben || 1 | 1+0.1 | (14+0.1)* | (140.1)* | --- | (140.1)"

Kurzum: Sie besitzen nach einem Jahr ganze 1.1 CHE Allgemein lautet ihre Sparformel
(p=Zinssatz, k=Anzahl Jahre, 1=Startguthaben):

(1+p)"

Nun finden Sie eine andere Bank “Superschlausparbank”. Diese bietet den gleichen Jahres-
zinssatz, allerdings mit monatlicher Zinsausschuttung. Sie starten wieder mit einem CHF:

2 e 12 |-+ | kJahre
(

T+ )2 (L Sy (1 Ly

Monart o]
1 o

1
Guthaben || 1 | 1+ 9% |

Bei dieser Bank besitzen Sie nach einem Jahr bereits ungefahr 1.1047 CHF (wie auch im-
mer gerundet wird). Schon besser. |hre Sparformel lautet nun (p=Zinssatz, k=Anzahl Jahre,

1=Startguthaben)
1 P 12k
(1+43)

Die Vermutung liegt nun nahe, dass Sie lhren Gewinn erhdhen, je &fter im jahr die Zins-
ausschuttung stattfindet. Machen wir nun ein kleines Gedankenspiel: Angenommen Sie fin-
den eine Bank mit den fur Sie optimalsten Bedingungen, n&dmlich einen Jahreszinssatz von
100%. der kontinuierlich, sprich unendlich oft pro Jahr ausgezahlt wird. Das wdére doch was!
Was meinen Sie? Werden Sie dann nach einem Jahr unendlich reich sein? * Die Fragestellung.,
mathematisch formuliert wdre also
1 n
lim (1 + —) =7
n—oo n

Untersuchen wir also die Folge auf Monotonie und Beschrdnktheit.

Satz2.1. Es sein € IN. Die Folge

15t konvergent.

Um diesen Satz zu beweisen, ist folgender Hilfssatz sehr ndtzlich:

Hilfssatz 2.2. Fir m,n,k € N mit m <n < k gilt

1 /m (é)ln (<2)1(<3) 1
mr\ k n* \ k k! — 2k=1°

3Jakob Bernoulli (1655 - 1705) war ein schweizer Mathematiker an der Universitiit in Basel. Er
formulierte 1689 das Problem der stetigen Verzinsung.
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2 Folgen und Reihen

Beweis Hilfssatz 2.2:

~—_——
€(0,1)
2 1 1 1 s 1
_ < _
k! 1-2-3---k— 2---2 k-1
—
(k—1)mal

Beweis Satz 2.1:

Damit kénnen wir jetzt arbeiten: Wir zeigen zundchst, dass unsere Folge (8) monoton
wachsend ist. Es sei m < n. Dann gilt

]_ m Binomische m m ]_ k i ]_ m (1) in i 1 n
( +m> Formel (k) <m> ka<k) HS 2.2 an <l€)
k=

0 k=0 k=0
m n n
Sum&nenf Z 1 n + 1 n 1 n Binomische 1 + ]_ "
erweiterung nk k nk k nk k Formel n '
k=0 k=m+1 k=0

Wir haben gezeigt, dass a,, < a, ist falls m < n. Damit ist die Folge streng monoton
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2.2 Die Eulersche Zahl

wachsend. Kommen wir nun zur Beschrdinktheit:

I\" < /n\1 o
<1+E) —Z (k:)m Binomische Formel

k=0

(2,8) aus 1 n 1 k-1
S 24 Z ok—1 2+ 9

HS 2.2

n—2 1 k+1
=2+ —) Indexverschiebung

n—1 n—
Geome:trische 2 + 1]. - (%) _ 2 + 1 . <1> !

1
Reihe 2 1 - 5

— 3 fur n — o0

Wir halten unser Ergebnis fest:

Regel 27: Die Eulersche Zahl: Wir geben dem Grenzwert

1 n
e := lim <1 + —> .
n—oo n

einen Namen, ndmlich Eulersche Zahl. Die eigentliche Definition der Eulerschen Zahl ist

durch
=1
e=) =
k=0

gegeben.

Wir werden im folgenden Unterkapitel untersuchen, dass fir die Eulersche? Zahl tatséichlich
1\" &1
li 14+4—-) = —
Jim ( + n) 2 i

4Leonhard Euler (1707-1783) war ein schweizer Mathematiker. Er studierte in Basel bei Johann
Bernoulli, einem Bruder von Jakob Bernoulli
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2 Folgen und Reihen

28

L iieeeseseasessssnnssesssens
eee®
....
26 [ o
25
24
23

22

21

2

L L L L
0 10 20 30 40 50

Abbildung 3: Niherungen an die Eulersche Zahl durch (1 + %)” und > o

gilt. An dieser Stelle gentge uns die Betrachtung einiger Zahlwerte der beiden Darstellungen
als Gegenuberstellung (siehe auch Abbildung 3):

(L+3)" Dhom | n (1+3)" | Yiox
2.000000  2.000000 20 | 2.653298 | 2.718282
2.250000 2.500000 30 | 2.674319 | 2.718282
2370370  2.666667 40 | 2.685064 | 2.718282
2441406 2.708333 50 | 2.691588 | 2.718282
2488320 2.716667 60 | 2.695970 | 2.718282
2521626 2.718056 70 | 2.699116 | 2.718282
2546500 2.718254 80 | 2.701485 | 2.718282
2565785 2.718279 90 | 2.703332 | 2.718282
2581175 2718282 || 100 | 2.704814 | 2.718282
2593742 2.718282

O 0O O NO O DN wN =3

j—

2.3 Reihen

Reihen sind eine spezielle Form von Folgen a,,, deren Glieder als Partialsummen

k
sk:a0+a1+a2+a3+---+ak:Zan
n=0

geschrieben werden kdnnen. Unter einer (unendlichen) Reihe verstehen wir eine unendliche
Summe, das heiBt eine Summe deren obere Grenze nicht existiert”.

5Wenn etwas gegen oo strebt so sagen wir es existiere nicht.
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2.3 Reihen

Regel 28: (unendliche) Reihe: Sei (a,, ),cn eine Folge reeller Zahlen. Die Folge

der Partialsummen heiBt (unendliche) Reihe und wird mit
o0
>
n=0

bezeichnet.
Konvergiert die Folge (sk)ke]N, so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit Ziio a,, bezeichnet.

Die spezielle Reihe
>_(-1)"a,

n=0

heiBt alfernierende Reihe.

Die Folgenglieder stellen sich dann dar als

So = Qo
S1 = ap + ay

So = ag + a1 + as

Sn:a0+a1+"'+an

Demzufolge ist eine Reihe konvergent, sowie die Folge ihrer Partialsummmen konvergiert. Das
durfte klar sein. Um Reihen auf Konvergenz zu untersuchen gibt es eine ganze Reihe (hier
aber nur endlich viele) Konvergenzkriterien. Wie auch bei den Folgen werden wir uns hier nur
auf ein paar wesentliche beschrénken.

Betrachten wir zun&chst ein paar Beispiele:

Beispiel 13

Geometrische Reihe |Sie erinnern sich sicher (Kapitel 1.5, Aufgabe 77) an die Geometrische

Reihe’

iqk_ 1_qn+1

k=0 1—q

6Die Geometrische Reihe ist eine der bemerkenswertesten und unentbehrlichsten Reihen in der
Analysis. Thre Konvergenzaussage spielt eine beherrschende Rolle in vielen Anwendungen. Sie wurde
schon 1593 von Vieta (1540-1603) gefunden. Mit einiger Uberinterpretation kann man den Spezialfall
q = % sogar auf Archimedes (287-212 v.Chr.) zuriickfiihren.
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2 Folgen und Reihen

fur ¢ # 1. Wie entwickelt sich diese, wenn wir n. gegen oo streben lassen?

. u k . 1-— q”“
OB
k=0 q
1 — lim, 00 g™
— -
L fall 1
T 1y alls |q| <

Beispiel 14

=1
D=1
k=1

Regel 29: Konvergenzkriterien fiir Reihen:
Ein notwendiges (aber nicht hinreichendes) Kriterium zur Konvergenz einer Reihe

(ZZ:O an) e ist, dass lim,,_,, @, = 0.

Sind alle Folgenglieder a,, > 0 so konvergiert die Reihe (Zszo an) wenn sie be-
kEN
schrdnkt ist. (Das Analoge gilt far nicht positive Folgenglieder.)

Quotientenkriterium: Sei a;, # 0 fur alle k > k. Es gebe eine reelle Zahl § € (0,1), so

dass

Ak+1
Qg

<0, Vk>k.

Dann konvergiert die Reihe Y 7° ; ay. (Ist der Grenzwert des Quotienten gréBer als eins
so divergiert die Reihe. In allen anderen Fdllen gibt es keine Aussage.)

Leibnizkriterium (fiir alternierende Reihen): Es sei (an)n@N eine monoton fallende Folge
nicht negativer Zahlen mit lim,,_, a,, = 0. Dann konvergiert die Reihe >~ (—1)"ay.

Beispiel 15

Beschranktheit \

. 1 . 1 1 . X , o
(1) Z 7= + 5 + 3 + - ist divergent ("Harmonische Reihe”)

k=
— 1
(2) Z — ist konvergent

40



2.3 Reihen

ist divergent

ist konvergent

ist konvergent

Beispiel 16  Quotientenkriterium ‘
oo k‘2
(1) Z o ist konvergent
k=0
1
2 — QK nicht anwendbar
@) >4
k=0
=1
(3) Z = QK nicht anwendbar
k=1
Beispiel 17 alternierende Reihen‘
[e.e]
k
(1) > (=1
k=1
= 1
2 —1)F = =1n2
2) >
k=1
> 1 s
3 —1)* =—
O Y It
k=0
Die Konvergenz festzustellen ist das Eine. Man kennt dann aber den Grenzwert noch lange
nicht. Den muss man dann durch geschicktes Umformen herausfinden. Dazu gibt es keine
Formel, nur Ubung.
Beispiel 18  Grenzwert berechnen

— 1
2

k=1

Satz 2.3 (Eulersche Zahl). Es gilt

, \" 1
i (1) =300

k=0

Beweis Satz 2.3:
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2 Folgen und Reihen

Aus
1\" = /n\1
n — 1 — = —_—
w=(1+3) =X ()i
k=0
B “1n n—=~k+1
n kln n
k=0
N N
1 /fn—N
> il
=5 ()
k=0
und
n\1 1n n—k+1<1
k)nk  kln n — k!
folgt

und damit die Behauptung.
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Funktionen I:
‘Polynome

Wir behandeln:

Was sind Funktionen generell?
e Wie ldsen wir Gleichungen und Ungleichungen auf?
Speziell behandeln wir die Betragsfunktion
Was bedeutet Ableitung und ...
was Integration? Speziell am Beispiel der Polynome.

|7* \Bo0 ‘%‘—‘,‘F—“’g‘,\s"" -yzer,ﬂ;
/ﬂqsrfi "‘"} -3"‘-[5&" ot "3
SR 1o S
“‘”"““ ’““"/Aﬂ' vn-A }%'/cs:xz
mf’m;/omﬂ 7 @*
‘LQ].. .‘Lx,c. 1 "/w p-oriy

In diesem Kapitel wenden wir uns zundchst dem Funktionsbegriff als solchen zu und den
spziellen Funktionen “Betragsfunktion” und “Polynom”.

Die Polynome stellen die einfachste Sorte von Funktionen dar. An ihnen werden wir die
Begriffe Differentiation, beziehungsweise Ableitung und Integration kennenlernen.

Der Umgang mit Betr&igen und Ungleichungen gehort zu den Grundlagen mathematischen
Rechnens und wird standig bendtigt, so dass wir uns dieses Werkzeug gleich zu Beginn an-
eignen wollen, auch wenn die Betragsfunktion streng genommen eine Kombination aus
Polynom und Wurzelfunktion ist und wir uns *Kombinationen” (was auch immer das genau



3 Funktionen I:
Polynome

heist) von Funkfionen erst in Kapitel 4.1 anschauen werden.

3.1 Eigenschaften von Funktionen |
Definition und Grundlegendes

Regel 30: Funktionen: Seien A, B Mengen. Eine Funktion oder Abbildung von A nach
B ist eine Teilmenge f der Produktmenge A x B derart, dass zu jedem = € A genau ein
y € B existiert mit (z,y) € f.

Statt (x,y) € f schreibt man auch y = f(z) oder

f:A —- B
r = y.

Schreibweise | Definition/Sprechweise

y = f(x) | heiBt Funktionswert von f an der Stelle x.
A | heiBt Definitionsbereich von f (auch IDy).
B | heiBt Wertebereich von f.
ForA'C A ,B" C B | heit
f(A) | :={y e B|3zr € A mity = f(z)}
Bild (-menge) von A’ (unter f).
JUBY | = {e e Al f(x) € BY)

Urbild (-menge) von B’ (unter f).
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3.1 Eigenschaften von Funktionen .
Definition und Grundlegendes

Beispiel 19

100

Wir erinnern uns an die Funktion aus der
Ubung: o |

fR—=1R 60 -

x> x?
40

(Siehe Abb. 4) Der Definitionsbereich ist ganz
IR und die Bildmenge von IR unter f sind alle
nicht negativen Zahlen in IR, also: 0 <

20

. . + -10 -5 0 5 10
D;=R und f(R)= IRy Abbildung 4: f(z) = 2
Interpretieren wir die Funktion f mal als Teilmenge der Produktmenge IR x IR (und nennen
die Teimenge G, um Verwirrungen zu vermeiden). Dann verhdlt es sich so:

Gr={(z,y) eR?|y=f(2)} CRxRJ CRxR

IR x IR ist die ganze zweidimensionale Ebene, IR x IR(J)r besteht aus allen Punkten der
sogenannten oberen Halbebene inklusive der z-Achse, das heiBt inklusive aller Punkte (z, 0)
und f ist eine Teilmenge der oberen Halbebene, bestehend aus Tupeln, die sich durch alle
reellen z-Werte und den entsprechenden Funktionswerten f(z) zusammensetzen.

Die Punktmenge Gf nennen wir Graph der Funktion f. Es ist die Produktmenge
aus dem Definitions— und Bildbereich (alle Punkte die “erreicht” werden) von f

Regel 31: Gleichheit von Funktionen: Zwei Funktionen f : A — Bund g : C' — D sind
gleich, genau dann wenn sowohl die Abbildungsvorschriften von f und g gleich sind und
jeweils Definitions— und Bildbereiche Ubereinstimmen. Das heit:

A = C,
(f=9) & B = D und
flx) = g(z) VzeA.

Man sagt auch die Funktionen sind identisch gleich: f = g

Wir haben gesehen, dass die Wahl des Definitionsbereiches einer Funktion wesentlich zu
deren Bestimmung ist. Da das sténdige Angeben des Definitions— und Wertebereichs I1&stig
ist wollen wir eine Vereinbarung treffen:

Regel 32: Definitionsbereich/Wertebereich:

Ist der Definitionsbereich einer Funktion nicht angegeben, ist verabredungsgemdaR der
groBtmaogliche Definitionsbereich in IR gemeint.

Ist der Wertebereich einer Funkfion nicht angegeben, ist verabredungsgemdaB die Bild-
menge f(ID;) des Definitionsbereichs gemeint.
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3 Funktionen I:
Polynome

GroBtmaoglich ist noch ein wenig flapsig formuliert: Wir meinen damit alle Werte an denen f
existiert, das heiBt wenn f(x) einen endlichen Wert annimmt; dort also nicht nach oo strebt.

Beispiel 20
1 T T T
fla) =~ o \
existiert bei allen Werten auBer x = 0 (siche Abb. 5). Al
Der Definitionsbereich von f, sofern nicht anders an- L
gegeben ist dementsprechend gegeben durch o —
~
Dy =R\ {0}.
Abbildung 5: f(z) = 1
3.2 Die Betragsfunktion
Als erstes Beispiel einer Funktion wollen wir die Betragsfunktfion betrachten.
Regel 33: Betragsfunktion:
o= @ falls x € Ry
"l —z falls xe€IR”
Eine andere Moglichkeit, die Betragsfunktion zu beschreiben ist
|z| = V2.
Da die Betragsfunktion eine Verkettung von je einem Polynom und einer Wurzelfunktion ist,
ist sie eigentlich in ein sp&teres Kapitel anzusiedeln. Auf dem Weg dorthin werden wir aber
nicht umhin kommen, hier und da mit ihr zu rechnen, weshalb wir bereits jetzt lernen wollen,
wie mit inr umzugehen ist.
Werfen wir gerade noch mal einen Blick darauf, warum es sich um verschiedene Funktionen
handelt, wenn zwar die Abbildungsvorschrift die gleiche ist, der Definitionsbereich sich aber
unterscheidet. Die Punktemenge {(z, —z) | = € IR } ist eine voliig andere als { (z, z) | = €
IR, }. Siehe Abbildung 6.
Machen wir doch gleich mal ein wenig Rechengymnastik mit der Betragsfunktion:
Beispiel 21  Betragsfunktion || Fur welche x € IR gilt

lz+2]=4
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3.2 Die Betragsfunktion

yd
b / |
3t // .
2t // ;
1+ / 8
0 1 1 .// 1 1
4 2 0 2 4
Abbildung 6: Die Betragsfunktion f(z) = |z|
Wir machen eine Fallunterscheidung.
1. Fall: r+2>0 = Ly, =[-2,00)
Dann gilt |z +2| =4
& r+2=4
& r =2 = Ly, = {2}

Im ersten Fal list also die Gleichung erflillt, wenn x € IL;, und in IL; enthalten ist, wenn also
x € Ly, V x € 1Ly, gilt. damit ergibt sich flr die Losungsmenge des ersten Falls

]Ll = ILla N ]le = [—2, OO) M {2} = {2} .

2. Fall: r+2<0 = Ly, = (—o0, —2)
Dann gilt |z +2| =4
& —(x+2)=4 |- (—1)
& rT+2=-4
& r=—6 = Ly, = {—6}

Die Losungsmenge fur den zweiten Fall ergibt sich dann zu

]L2 = ]Lga N ]Lgb == (—OO, —2) N {—6} = {—6} .
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Die Gesamtlésungsmenge, in der beide Fdlle enthalten sind besteht aus all den Werten
x, fur die gilt, dass sie entweder in IL; oder in ILy enthalten sind, also fur die gilt, dass
x € ]Ll Ve ]LQ.

L=IL, UL, ={2}U{-6} = {-6,2}

Beispiel 22 Fur welche z € IR gilt

|z +2| > 47
1. Fall: xr+2>0 = Ly, = [-2,00)
Dann gilt |z +2| >4
& r+2>4
54 T > 2 = ][415:[2,00)

Im ersten Fall erfUllen alle die x die Ungleichung, die sowohl in I, als auch in ILy; enthalten
sind, das heiBt also x € ILi, A x € ILy,. Damit ist die erste Losungsmenge gegeben durch

]L1 = ]Lla N ]le = [—2, OO) N [2, OO) = [2, OO) .

2. Fall: r+2<0 = Lo, = (—00,—2)
Dann gilt |z +2] >4
& —(x+2)>4 |- (=1)
& r+2< -4
& r < —6 = Loy = (—o0, —6]

Die L&6sungsmenge fur den zweiten Fall ergibt sich dann zu

ILQ = ]Lga N ]Lgb = (—OO, —2) N (-OO, —6] = (—OO, —6] .

Die Gesamtlbésungsmenge, in der beide Fdlle enthalten sind besteht aus all den Werten
x, fur die gilt, dass sie entweder in IL; oder in ILy enthalten sind, also fur die gilt, dass
x € ]Ll Ve ]LQ.

L=1I,UlL, =2 00)U(—00,—6] = R\ (—6,2)
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3.2 Die Betragsfunktion

Die Anzahl der zu betrachtenden Fdlle ergibt sich aus der Anzahl der Betragsstriche.

Beispiel 23 FUr welche z € IR gilt

|z +2|—]1—2x| <17

1
1. Fall: (x+2>0)A(1—2x>0) = I, = [—2,oo)ﬂ(—oo,§]
1
—[—2 =
[ 72]
r+2—-142x<1
& 3r <0
& z <0 = ILyy = (—00,0)
= L,=1L;,NnILy
1
= [-2,3]N (~00,0)
:[_2’0)
1
2. Faill: (x+2>0)AN(1—-22<0) = Ly, = [—2,00)0(5,00)
1
_(5700)
r+2+1—-2x<1
= —r+2<0
54 x> 2 = ]Lgb:(Q,OO)
= ILQZEQQQ]IJQb
1
= (§,oo)ﬂ(2,oo)
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3 Funkfionen I:

Polynome
1
3. Fall: (x4+2<0)A(1—-2x>0) = I3, =(—00,—2)N(—00, 5]
= (—o0, —2)
—(r+2)—(1-22)<1
< —r—2-1+2z<1
< r—4<0
& r <4 =  ILg, = (—00,4)
= ]Lg == ]Lga N ]Lgb
= (—00,—2) N (—00,4)
= (—o0, —2)
1
4. Fall: (x+2<0)AN(1-20<0) = D4y = (—oo,—2)ﬂ(§,oo)
=0
= Ly =10

Die Gesamtlésungsmenge ist dann gegeben durch

mzohﬂamu@@ue

i=1

%0, —2) Ul = TR\ [0,2]

Beispiel 24

Fur welche z € IR gilt

2> 37
22 >3
& \/ﬁz\@
& |z > V3

1. Fall z > 0: Das fuhrt auf 2 > /3, also

2. Fall z < 0: Das fuhrt auf —z > /3 <

< —\/§, also auf

]LQ = (—OO7 —\/g} .

20




3.3 Polynome

Insgesamt ist die L&sungsmenge gegelben durch

L=IL UL, = (—o0, —V3]U[V3,00) = R\ (—V3,V3).

Bevor wir das Kapitel verlassen wollen wir Rechenregeln fur die Betragsfunktion noch einm
zusammenfassen:

al

Regel 34: Rechnen mit Ungleichungen: Seien a,b,c,d € IR mit ¢ > 0 und d < 0. Dann
gilt

Addition und Subftraktion:

ABER:
a <b
a <b
&S atce <b+c
& a-d >b-d
S a—c <b—c )
N S 7 23
Multiplikation und Division:
Und far a, b # 0
a <b
a <b
< a-c <b-c . .
= & 25

([

a
= ¢

— C

Die Situation ist analog fur a > b.

3.3 Polynome

Regel 35: Polynom: FUr i € INg mit 0 < ¢ < n seien a; € IR mit a,, # 0. Dann heiBt
n
p(z) = Z a;x’ = ap + a1 + ax® + -+ apz"
§=0
(reelles) Polynom n—ten Grades.

Schreibweise | Sprechweise

aop, - - ., a, | heiBen Koeffizienten,
ag | heiBt absolutes Glied und

a, | heiBt Hauptkoeffizient des Polynoms
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3 Funktionen I:
Polynome

3.3.1 Nullstellen und Linearfaktoren

Regel 36: Nullstellen von Polynomen: Es sei p ein Polynom vom Grad n. xy heilt
Nullstelle von p, falls

p(xo) =0

gilt. Es gibt dann ein Polynom g vom Grad n — 1, so dass

p(x) = (z — zo)g(x).

Wir nennen den Ausdruck (x — z) Linearfaktor von p.

Wir kbnnen diesen Prozess sukzessive fortfuhren, so lange das neu entstandene Polynom (hier
@) eine weitere Nullstelle besitzt. Wir nennen ein Polynom reduzibel, wenn es sich vollstndig
in Linearfaktoren zerlegen 14GBt, ansonsten heiBt es irreduzibel. Wir sagen ein Polynom st
in IR reduzibel, wenn es sich vollstandig in Linearfaktoren aus IR zerlegen 1&8t, andernfalls
nennen wir es in IR irreduzibel. (Das gilt analog fur IN, Z oder C anstatt IR.)

Da sich durch Abspalten des Linearfaktors der Grad des Polynoms um eins erniedrigt kann
ein Polynom vom Grad n maximal . Nullstellen haben.

Satz 3.1 (Fundamentalsatz der Algebra’). Jedes Polynom p(x) mit komplexen Koeffizi-
enten a;, 1 = 0,...,n lafit sich als ein Produkt von n Linearfaktoren schreiben:

n

() = a, [J(z =)

j=1
Die komplexen Zahlen b;, 7 = 1,...,n sind Nullstellen von p, die nicht paarweise
verschieden sein miissen. Gibt es | Nullstellen mit b;, = ... = bj, so sagen wir die

Nullstelle b; habe die Vielfachheit .
Ein Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Also fassen wir unseren aktuellen Wissensstand kurz in anderen Worten zusammen:
Ein Polynom &8t sich in so viele Linearfaktoren zerlegen, wie Nullstellen vorhanden
sind. In C finden wir auf jeden Fall so viele Nullstellen, dass wirklich nur noch
lineare Faktoren Ubrig sind. Beschrdnken wir uns auf die reellen Zahlen, so kann
es passieren, dass quadratische Ausdricke Ubrig bleiben.

Beispiel 25

pr)=2* -2 +r—1=(x-1)(2*+1)=(z - Dz +i)(z —1i)

hat die Nullstellen 1, ¢, —i, also eine Nullstelle in IR und zwei in C.

"Den Beweis zu diesem Satz finden Sie in allen einschligigen Analysis-Biichern. Mein Tipp:

(19917)
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3.3 Polynome

Wie aber finden wir nun Nullstellen bei einem Polynom? Gehen wir mal von dem einfachsten
Fall aus (wir Uberspringen die Polynome vom Grad 1!) und denken an ein Polynom vom Grad
2

Regel 37: Lésen der quadratischen Gleichung:

Die Losungen x; und x5 von
ar’ +br+c=0

sind gegeben durch

—b+ Vb2 — dac
2a '
sofern der Ausdruck unter der Summe nicht negativ ist. Es gilt folgendes:

T12 =

1. Ist b? — 4ac < 0, so gibt es in IR keine Losung

2. Ist b?> — 4ac = 0, so gibt es genau eine Lésung, ndmlich x; = ;—;’

3. Ist b?> — 4ac > 0, so gibt es genau zwei Lésungen, némlich

_ —b+Vb%2—4ac —b—v/b2—4ac
= === —_—

Z1 2a

und 9 =

Sonderfdlle sind solche bei denen der Grad reduziert werden kann. Hat ein Polynom etwa
die Darstellung
p(z) = ayz’ + apzr’® + ag

so setzen wir zundichst ¥ = 22 ein und suchen die Nullstelle des quadratischen Polynoms
p(y) = agy® + asy + ag

und erhalten dann fur die Nullstellen y1, y» von p(y) die Nullstellen

Tip = E£VY1, T34 = £V

von p(x).
In allen anderen Fdllen mussen Nullstellen geraten werden. Sie haben richtig gelesen: GE-

RATEN! Aber die Mathematik wdére nicht was sie ist, wenn es nicht wenigstens eine kleine
Hilfestellung dazu gébe. Zun&chst definieren wir ein neues Zeichen:

Regel 38: Teiler: Seien a, b € Z mit a # 0, dann definieren wir
b
alb = -€”Z
a

Wir sagen a ist ein Teiler von b.
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Regel 39: Nullstellen von Polynomen mit ganzen Koeffizienten:
Es sei p(x) ein Polynom vom Grad n mit ganzen Koeffizienten, das heiBt a; € Z fur
1 = 0,...,n. Dann gilt fur eine Nullstelle xy von p

g EZ = xo|ag

r
0 €EQ = x9g=—: T|agAsla,
s

Das liefert uns nun nicht eine alleserschlagende Formel fur eine Nullstelle, aber es kann die
Suche sehr erleichtern. Wir Uberzeugen uns wieder anhand eines Beispiels:

Beispiel 26

Wir suchen eine Nullstelle des Polynoms
p(r) =2° —22% — 2 +2

Wenn es dazu eine Nullstelle xq € Z gibt, so ist diese ein Teiler von ag. Es kommen also die
Zahlen
{£1,£2}
in Frage. Probieren fuhrt dozu, dass 1 = 1 eine Nullstelle ist. Wir kbnnen nun den Linearfaktor
(x — 1) abspalten, um
p(x) = (x—1)-g(z)

zu erhalten. g(x) berechnen wir mittels Polynomdivision:

¥ - 222 — x4+ 2 =(@x-1)(*-z-2)
4 g2
- 2 - =z
+ 22 -
— 2z + 2
+ 2z - 2
0
Es ist nun

g(z) = (22 2~ 2),
dessen Nullstellen wir Gber die “Mitternachtsformel” (siehe Regel 37, S. 53) berechnen kdnnen:

1+ VT+8 143

2 2

x1,2

o4



3.3 Polynome

Insgesamt k&nnen wir nun mit den drei berechneten Nullstellen —1, 1, 2 unser Polynom in drei
Linearfaktoren zerlegen:

px)=2° -2 -0 +2= (v —1)(x+1)(z —2)

Beispiel 27
px)=2"+r—2"—1=(r—1)(2*+1)
N——
=g(z)
Das durfen Sie gerne mal selbst rechnen. g hat in diesem Fall keine weiteren reellen Nullstellen.
In C zerfallt es zu
(22 +1) = (z —i)(z +1)
Beispiel 28

p(z) = 62" + 72® — 1327 — 42 + 4
hat, wenn es rationale Nullstellen gibt welche von der Form

2 4 1 1 1
(£2, 4=, 42, +4, +1, £2, +=, +-}
3'73 6 3 2

Nun ist das ja frotz Hilfestellung doch noch mal eine ganz schéone Rechnerei. Da wird es
doch Zeit eine weitere Hilfestellung hinzuzunehmen; das sogenannte Horner-Schema. Es
beinhaltet die Idee, dass Polynom so umzuformen, dass man mit weniger Rechenaufwand
Werte berechnen kann und funktioniert so:

P(T) = A" + ap 12" 4+ a0x® + a1 + ag 9)
=z (anm”_l +a, 12" 2+ +asr + al) + ag
=z (x (anzzc"_2 +a, 12" 3+t agr + ag) + al) + ag
=z(x(-x (apx+an_1)+an2)+--+a1)+ao (10)
NI

(n—1)-mal

Das ist eine rechenfreundlichere Darstellung, wenn man die bendtigten Additionen und
Multiplikationen zahlt,
Bei der Form in (9) bendbtigen wir
n
. n(n+1
> i= % = O(n?) Multiplikationen,

j=1
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wdhrend in (1

0) nur

n=0(n)

Multiplikationen

von Néten sind. Additionen hat man in beiden Fallen n Stick. Wenn man also viele Auswer-
tungen vornehmen muss, lohnt es sich, das Polynom im Horner-Schema darzustellen.

Regel 40: Horner-Schema:

-1 5 -3 -9 D"'
X= 2 0y 20y 6 ayy 6
-1 3

=3 =p)

—x3 + 52 —3xr — 9
z(z(z(—1) + 5)—3)—9

gS

—

&
|

p(2) =2(2(2(-1)+5)—-3)-9

Beispiel 28 durfen Sie gerne selbst zu Ende rechnen.

Sie ké&nnen sich bei der Zerlegung in Linearfaktoren auch die Polynomdivision
sparen, wenn Sie bei der Nullstellensuche das Horner-Schema verwenden. Die
Koeffizienten des Polynoms ¢(x) aus p(x) = (z — zo)g(x) mit p(zg) = 0 lassen
sich aus dem Horner-Schema direkt ablesen.

Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Beispiel 20 |

[1[2[-1]2]

2 /T 2710 =2
0

/1] 1

1170

p(z) = 122271z + 2
= (x—2)(12* 4+ 0z 1)
=(x—=2)(z—1)(lz+1)

Die Werte in der untersten Zeile des Schemas entsprechen gerade den Koeffizienten von
q(z). Sie kbnnen sich also, nachdem Sie eine Nullstelle gefunden haben (I) durch dieses
Schema die nachfolgende Polynomdivision schenken.

Das gilt fur alle Polynome.

Beweis: Esseip € IP,, und q € IP,,_; mit

26

n

plx) =) aa’,

J=0

q(z) = Z bjxj und  p(x) = (z — x0)q(x) .



3.3 Polynome

Dann ké&nnen wir die Koeffizienten von g mittels Koeffizientenvergleich ermitteln. Es gilt

p(x) = (z — z0)q()

n n—1
) — _ J
& E a;v’ = (x —x0) Yy bjw
J=0 J=0
n—1 n—1
= E bt — E xob;a’
J=0 J=0
n n—1
= E bj_ll'J— E ZL‘ijI]
J=1 3=0
n—1 n—1
= bn,1$ + E bjfll'J — E l‘ob]x —l’obo
j=1 j=1
n—1
= bn_lx + E (b]—l - (L’ij>$ — .I‘ob()
J=1

n—1 n—1
& ae” + Z ajxj +ayg = by 17" + Z(bj_l — ZL‘Obj)J,‘j — xobo

j=1 j=1
n—1
= 0= (bn,1 — Cln) x" + (bjfl — .Z'obj — Clj) x) — (l’obo + ao)
%,—/ . \ -— / \ ~ v
-0 j=1 -0 -0

Daraus folgt nun die Vorschrift zur Berechnung der n — 1 Koeffizienten von ¢:

bn—l = Qp

j=n—1,...,1: bj—1 = xobj + a;

Werfen wir noch einmal einen Blick auf das Horner-Schema im allgemeinen Falll:

R T e .
Zo / bn_17o | bp_oxg | - bn—1rTo to b1xg boo
n, bn_1oH bp_oxot -+ | bp_pxo+ | <o+ | biwo + | bowo +
an—1 Ap—2 Qp—f aq Qo
= b bee by o b o b 0
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Regel 41: Zusammenfassung zu Nullstellen von Polynomen:

e p € IP,: Wir l6sen die lineare Gleichung nach x auf.

e p € IPy: Mit der Mitternachtsformel aus Regel 37 bestimmen wir mdgliche Nullstel-
len. Ist der Wert unter der Wurzel

< 0 :so hat das Polynom keine reellen Nullstellen,
= 0 :so hat das Polynom eine reelle Nullstelle mit der Vielfachheit 2 und

> (0 :so hat das Polynom zwei reelle Nullstellen.
e pclP, mitn > 2:

— Hat das Polynom eine spezielle Form, die es erlaubt auf eine einfachere
zurGckzufUhren, so tun wir das. Etwa p(z) = z* + 2? — 1 ersetzen wir zunachst
durch p(y) = y? +y — 1 gemass y = 2. Wir berechnen zundichst die Null-
stellen (sofern in IR vorhanden) von p(y) und ermittein dann (sofern in IR
moglich) aus y = 22 die entsprechenden Werte fr .

— Hat das Polynom keine spezielle Form, so gehen wir folgendermaBen vor:

1. Wirsetzen k = 1 und pi(z) = p(x)

2. Wir “raten” eine Nullstelle z, von py(x) unter Zuhilfenahme von Regel 39
und dem Horner-Schema (Regel 40) zur Arbeitserleichterung.

3. Mittels Polynomdivision (siehe Beispiel 26) bestimmen wir das Polynom
_ pr(®)
4. Solange wir Nullstellen finden kénnen setzen wir an dieser Stelle k = k+1

und gehen zu 2.

3.3.2 Polynomkonstruktionen

Regel 42: gerade und ungerade Funktionen: Sei D C IR symmetrisch zum Ursprung
(= (0,0)), dasheiBtVe € D| —x € D.

Eine Funktion f : D — IR heiBt

gerade  fals  f(z) = f(—x)
ungerade fals f(z) = —f(—x)

Vz € D.
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3.3 Polynome

Gerade Funktionen sind achsensymmetrisch beztglich der y—Achse und ungerade Funktio-
nen sind punktsymmetrisch bezuglich des Ursprungs.

Beispiel 30 ‘
1. f(z) =2% isteine gerade Funktion
2. f(x) ==z st eine ungerade Funktion
3. f(x) =3 st eine gerade Funktion
Regel 43: Lagrange-Interpolation: Gegeben seien die n Punktepaare
(X1, 01)5 -y (s Yn) -
Dann erfullt das Lagrange-Polynom vom Grad n — 1
p(z) = Z?Jz‘ H e S |
f=il . (xl - xj)
j=1
J#i
die Bedingung
p(z:) = ys,
was bedeutet, dass es genau durch die angegebenen Punkte verlduft.
Beispiel 31 Lagrange Polynom durch 8 Punkte ‘Welches Polynom p € IP; durch die acht Punktepaare

(X3, Y:).i=1,...,9
(17 _10) ) (274) ) (37 O) ) (4’ _3) ) (5’ 10) ) (67 3) ) (77 15) ) (87 _1)
verlduft erhalten wir mittels Lagrange-Interpolation laut Regel 43:
2 149 773 13957 27527 92279
_ 7,46 F 5 19 4 3 2
PO =50t 50 T3 T T C e © T
In Abbildung 7 ist das entsprechende Polynom grafisch dargestellt. Das Polynom wurde von
Maple vermobge folgender einfacher Doppelschleife berechnet:

-+ 69

p(x):=0:
for i from 1 by 1 to 8 do
prod:=1:
for j from 1 by 1 to 8 do
if (i <> j) then
prod := prodx(x-X[j1)/(X[i]-X[j1):
end if;
end do;
p(x):= p(x)+Y[i]*prod:
end do:
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151 °

10 #

—10 ¢

Abbildung 7: Lagrange—Polynom aus Beispiel 31

3.4 Differentiation |

Bei Betrachtungen in der Natur stellt man schnell fest, dass die meisten Vorgdnge nicht sta-
tisch sind, sondern sich unter gewissen GesetzmdaBigkeiten verédndern. FlUssigkeiten und Gase
bewegen sich, die Distanz zum Meeresspiegel h&dngt vom Ort ab, an dem man misst, ein Au-
to fahrt mit gleichmdBiger Geschwindigkeit oder aber es beschleunigt. Bei solchen und
ahnlichen Vorgdngen mussen wir in der mathematischen Formulierung Ausdricke verwen-
den, die eine Anderungsrate des entsprechend zu beschreibenden Zustands beinhalten.
Die Differentiation ist quasi das Kernstuck mathematischer Modellbildung. Was es damit auf
sich hat und welcher Zusammenhang zwischen momentane Anderungsrate und mittlerer
Anderungsrate eines Zustands besteht, soll im folgenden Unterkapitel geklért werden.
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3.4 Differentiation |

3.4.1 Motivation

Was genau meinen wir mit Anderungsrate ei-
nes Zustands? Das héangt naturlich davon ab
was der Zustand ist und von welcher GroBe
dieser abhdangt. Betrachten wir einmal die
Grafik in Abbildung 8. Wir sehen einen Fahr- :
radfahrer, der Uber einen Berg f&hrt. Im Ko- ,.ﬂﬂ" E%Eié&éd
ordintensystem ist die Berghdhe (y-Achse), staigend
die der Radfahrer erreicht aufgetragen auf ]

. . , Anderung
die Entfernung (x-Achse), die er bereits ge- |

fahren ist. Der blaue Graf beschreibt also S s e~ !
die Hbhe des Radfahrers in Abhdngigkeit \

von der Entfernung zu seinem Startpunkt. Der

Zustand wdre hier die “Berghdhe” und die Abbildung 8: Steigungsgraf grafisch erfalt
Abhdangigkeit “gefahrene km”. (Qualitativ)

Es kdnnte auch so sein, dass wir die gefahrenen Kilometer auftfragen auf die Zeit, die dabei
vergangen ist. Dann ware die Anderungsrate so zu verstehen: Wieviele km sind in einem
bestimmten Zeitabschnitt gefahren worden. Man denke zum Beispiel an die Bezeichnung
Stundenkilometer (km/h). 100 km/h meint, dass 100 km in einer Stunde gefahren werden.
Oder aber wir tragen die Zeit auf die Entfernung auf, dann wirde die Anderungsrate ange-
ben wieviel Zeit vergangen ist, nachdem eine bestimmte Strecke zurlckgelegt wurde.

Entfernung

Entfernung

() ) —

f(a) t--———=

P
f
a

/1

Abbildung 9: Durchschnittliche Anderungsrate/mittlere Steigung fiir die Funktion f
im Intervall [a, b]

Was auch immer, die Anderungsrate beschreibt stets das Verndltnis von L&nge eines Intervalls
auf der y-Achse (Ay) zur Lange eines Intervalls auf der x-Achse (Az). Fur die Funktion in
Abbildung 9 ist die Anderungsrate gegeben durch

Ay ) - fla)
Az b—a
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Regel 44: Differenzenquotient: Fur eine Funktion f : IR — IR heiBt

f(b) — f(a)
b—a

Differenzenquotient. Der Differenzenquotient beschreibt die mittlere Anderungsrate im
Intervall [a, b]. Die Gerade, die durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) verlauft heiBt
Sekante.

In Abbildung 9 sind die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) mit P und () bezeichnet. Der Differen-
zenquotient beschreibt die Steigung der entsprechenden Sekante. Lassen wir nun den Punkt
() auf dem Grafen von f in Richtung P wandern, so stellen wir fest, dass sich die Steigung
der entsprechenden Sekante verdndert. Das ist gleichbedeutend damit, dass sich der Diffe-
renzenquotient und demzufolge auch die mittlere Anderungsrate veréndert. Abbildung 10
verdeutlicht diesen Prozess. Den entsprechenden Differenzenquotienten beschreiben wir,

y

Abbildung 10: Niherungswerte fiir die momentane Anderungsrate der Funktion f an
der Stelle a.

indem wir b durch a + h ersetzen

Ay fla+h) = f(a)
Az h ’

wobei h gerade der Abstand b — a bedeutet und “klein” sein soll.

Regel 45: Ableitung: Der Grenzwert des Differenzenquotienten

F0) ity LER) = F(E)

h—0 h

liefert die momentane Anderungsrate der Funktion f an der Stelle z. Die Sekante in die-
sem Punkt nennen wir dann Tangente an f im Punkt (x, f(z)). Siehe dazu Abbildung 11.
f'(x) heiBt Ableitungsfunktion. Sie und ordnet jedem z-Wert die Steigung der Tangente
im Punkt (x, f(x)) zu.
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Abbildung 11: Grenzwert des Differenzenquotienten

Notation: Eine andere Schreibweise, die sogenannte Leibnizsche Symbolik fur die Ableitung
von f an der Stelle x ist

d
. (x) oderauch %(a:)

Bevor wir nun fortfahren und uns solche Grenzwerte fUr ganz konkrete Funktionen betrachten,
werden wir uns zundchst mit dem Grenzwertbegriff fur Funktionen als solchen beschdaftigen.

3.4.2 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Wir betrachten eine Funktion f : IR \ {a} — IR und wollen wissen welchen Wert f(x)
annimmt, wenn sich x dem Wert a ndhert, wobei x # a.

"lim f(z) =7"
r—ra

Und nicht nur das: Wir wollen wissen ob unsere Funktion dort Uberhaupt einen Wert annimmit.
Wass bedeutet das? Wir beginnen mit der Definition des Grenzwertes:
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Regel 46: Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen: Es sei f eine Funktion. Dann heit ¢
mit

linksseitiger Grenzwert von f fur x gegen a
c= lim f(x)

r—a
r<a

rechtsseitiger Grenzwert von f fUr x gegen a.
d= lim f(x)

r—a
r>a

Grenzwertvon f fUr x gegen a, das heiBt, dass
c=d = c=Ilim f(x), der linksseitige und der rechtsseitige Grenz-
o wert Ubereinstimmen:

lim f(z)= lim f(x)

r<a r>a

Fur eine Funktion f : R \ {a} — IR sagen wir f existiert am Punkt a, wenn es einen

Grenzwert gibt und
lim f(z) # £o0

T—a

gilt.
f : I — IR heiBt stetig im Punkt xy € I, falls

lim f(z) = f(zo) .

T—rT0
e Falls 2y ein Randpunkt von [ ist, so ist der Grenzwert nur einseitig zu verstehen.

e Die Funktion f heiBt auf I stetig, wenn sie in jedem Punkt xq € [ stetig ist.

Noch einmal in Worte zusammengefasst bedeutet Stetigkeit von f an einer Stelle
a: Sofern a ein innerer Punkt ist prafen wir ob links— und rechtsseitiger Grenzwert
jeweils existieren und auch Ubereinstimmen. Dann ist die Funkfion f(x) an der
Stelle x = a stetig.

Sind zwei Funktionen stetig so sind es auch ihre Summe, Produkt und inr Quotient, sofern der
Nenner nicht verschwindet.

Notationen:

lip J(r) = lm f(@) undlim f(@) = lm o f)

r<a r>a
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Im Folgenden betrachten wir ein paar Beispiele:

15 T T 15

1h

100

05

50 -

05 - L g 0

05

50 |-

f([L’) - |ZE’ f(:[;) = { 171

: -100 . .
5 1( Bl 05 0 05 1

fuarxz >0
sonst

Abbildung 12: Beipiele von Funktionen fir die bei x = 0 etwas “passiert”.

Beispiel 32

Abbildung 12 zeigt die Grafen von drei verschiedenen Funktionen, die wir uns bei zy = 0

betrachten wollen.

1. Gegebenist f : IR — IR mit

Es gilt

und
lim
x—0
<0

x| =

lim
z—0
<0

—x=0.

Links— und rechtsseitiger Grenzwert stimmen Uberein und sind nicht +co. Also lautet

der Grenzwert

lim f(z) =0.

x—0

f ist stetig. Wir sagen f existiert bei x = 0.

2. Gegebenist f : IR — IR mit

flx) = { L
Es gilt
lim f(z) =
z—0
>0

farxz >0
sonst

Iim 1=1
z—0
>0
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und
lim f(z)= lim —-1=-1.
z—0 z—0
<0 z<0

66

Links— und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht Uberein. Demzufolge ist f nicht stetig.
Wir sagen f existiert bei x = 0.

Gegebenist f: IR\ {0} — IR mit

1
flz) = e
Es gilt
1
lim f(z)= lim - =00
x—0 x—0 'y
x>0 x>0
und ]
lim f(z)= lm —=-o00
z—0 z—0 T
<0 <0

Links— und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht Uberein. Demzufolge hat f beix = 0
keinen Grenzwert und ist nicht stetig. Wir sagen f existiert nicht bei x = 0.

. Gegebenist f: R\ {0} — IR mit

1
r)=—.
Dann gilt
1 1
lim —= lim — =
x—0 |$’ x—0 z
>0 x>0
und
1 )
lm — = lim — =00
z—0 |$| z—0 — T
<0 <0

Links— und rechtsseitiger Grenzwert stimmen zwar Uberein aber der Grenzwert

o1
lim — = oo,
mﬁo‘x’

fUhrt dozu, dass f bei z = 0 nicht existiert!
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Regel 47: Rechenregeln fiir Grenzwerte:
Es seien f und g Funktionen, fUr die gilt

lim f(z) =c¢ und limg(z)=d

T—a Tr—a

mit a, ¢, d € R und |¢|, |d| < co. Dann gilt:

lm(f(z) £ g(x))=c+td

2.
lim(f(@) - 9(2)) = e-d
3.

G
91012(11@_3, falls d # 0

Die Rechenregeln fur Grenzwerte gelten auch fur einseitige Grenzwerte.

Sie kbnnen den Grenzwertprozess bei Funktionen auch auf den fur Folgen Ubertragen und
die dort erworbenen Kenntnisse Uber Konvergenz Ubertragen.

Beispiel 33 Sein € INg

lim 2% "=" lim 27 =2 =1

z\0 z>0 N—00

) o==L 1 , 1 1
lim2* = lim 2» = lim 2» = lim —/—=—=1
x 0 z<0 MN—>—00 m—00 m—00 Yy 20

fUhrt auf einen Bruch, der sowohlim Z&hler als auch im Nenner nach Null strebt. Einen solchen
Ausdruck beschreiben wir symbolisch durch
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Ein Ausdruck dieser Form gibt uns keinerlei Auskunft dartber, ob die Funktion bei x = 0 einen
Grenzwert hat oder nicht. Wenn wir die Funktfion ein wenig umformulieren erhalten wir

72
lim — =limz =0
z—0 2 x—0

Eine andere Funktion, deren Limes = gegen 0 von der gleichen Form ist, nehmen wir einmal

. T
lim — ,
x—0 ,CL’Q

liefert ]
. x .
lim — = lim — = +o00,
z—0 xQ z—0

was ein vollig anderes Ergebnis ist. Es gibt verschiedene solcher Formen, die einer besonderen
Behandlung bedurfen. Wir fassen einmal alle in folgender Definition zusammen:

Regel 48: unbestimmter Ausdruck: Als unbestimmte Ausdriicke bezeichnen wir Limes, die
von folgender Form sind:

9 ] ool ], 071 o o oo

Beispiel 34

unbestimmte Ausdricke \ Beispiele, die auf unbestimmte Ausdrlicke fUhren:

1.

.2z
2:xh_)rrolop-:cw[0-oo]

a = lim (%)k ~ [1%°]

k—o0

3.4.3 Differentiation von Polynomen

Nachdem wir nun grundsatzliches Uber Differentiation kennengelernt haben schauen wir uns
nun ganz konkret Ableitungen von Polynomen an, denn das sind die Funkfionen, die uns in
diesem Kapitel haupts&chlich interessieren.

Beispiel 35

Wir betrachten das Polynom

p(x) = 2%,
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Abbildung 13: Grafische Darstellung der Ableitung der Funktion a3

welches in Abbildung 13 grafisch dargestellt ist. Sicher wissen Sie, dass die Ableitung dieses
Polynoms gegeben ist durch
p(z) =327,

Aber warum ist das eigentlich so? Ein einfaches Nachrechnen Uber den Differenzenquotien-
ten liefert die Antwort. Wir wollen uns einmal davon Uberzeugen:

p(x +h) — p(z)

/ T
ple) = fim h
3_ .3
:hm(a:+h) T
h—0

23+ 32%h + 3xh? + k2 — 28
= lim
h—0 h

o 32%h + 3zh? + K3
= lim
h—0 h

. h(3z* + 3zh + h?)
= lim
h—0 h

= lim 32% + 3zh + h?
h—0

= lim 322 + lim 3zh + lim h?
h—0 h—0 h—0

=32 +0+0

= 32

Diese Rechnung k&nnen wir auch fur allgemeine Polynome beliebigen Grades durchfUhren.
Weil laut Ableitungsregeln (siehe Seite 74) die Ableitung einer Summe gleich die Summe der
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Ableitungen ist, kbnnen wir die Ableitung bei Polynomen summenweise durchfuhren, sie also
in das Summenzeichen hineinziehen und anschlieBend den Koeffizienten herausnehmen, da
dieser nicht von x abhdngt:

res (Z ) 3 () = o) i

=0 =0 =0
Wir konzentrieren uns auf z* und sefzen unsere Rechnung spater wieder ein:
N . x+ h) — ot
() = lim (xth) -
h—0

1 i
:}lllir(l)ﬁ((x—i-h) — ")

mit der Binomischen Formel aus Definition 20 (S. 26) gilt

L (0N ik
ﬁ%ﬁ(%(k)x h_x>

wir ziehen den ersten Summanden heraus, da wir diesen mit ¢ herausklrzen kdnnen

a1 ©\ 0 (i ik k i
_flgr(l)h<(0)$h +;(k>w h—x)

I i (i i—kpk i
_;lb%E(x —i—Z(k)x h—x)

wir ziehen den ersten Summanden heraus, da dieser nicht von h abhnigt

Y ©\ i—1,0 (i ik k—1

—%13})((1)93 h +Z (k)x h )
k=2

o ] L (i ik k—1

= }lllg%) (zx +kz_; (k>x h )
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it hangt nicht mehr von A ab und kann folglich aus dem Limes herausgezogen werden

T A B —~ (i ik k—1
=iz —|—}111in0(;<k>x h )

alle Summanden unter dem Summenzeichen werden mit einem h multipliziert, das einen
positiven Exponenten hat. Daraus folgt dann, das all diese Summanden gegen Null streben,
also

=iz '+ 0=7qg"!

Setzen wir dieses Ergebnis in den Ausdruck (11) ein, so erhalten wir insgesamt:

Regel 49: Ableitung von Polynomen:

n
p(z) = Z ia;x 1
=0

Satz 3.2. Die (n + 1)-te Ableitung eines Polynoms vom Grad n verschwindet immer.

Beweis :

Fiir das Polynom p(x) vom Grad n, geschrieben

ergeben sich die Ableitungen wie folgt:

71



3 Funktionen I:
Polynome

p'(z) = Z (i —1)a; 22

i(i—1)--(i—k+1)a; 2"

n
i=k

p™(x) :Zi(i—l)--~(i—n+1)aixi’":n(n—1)~--(1)anx0:n!an,

was nicht mehr von x abhdngt, also folgt

p" ) = 0.
O
Beispiel 36
p(z) =22° — 20 = 22(x — 1) (2 + 1)
Hat die Ableitungen

p(r) =62 —2
p(x) =12z

p () =12
Y(z)=0

Dieses Polynom wollen wir skizzieren. Dabei geht man so vor, dass man die wesentlichen
Charakteristika des Polynoms sammelt. Wir kennen schon die Nullstellen:

Nl = (—1,0), NQ = (0,0) und N3 = (1,0)

Im n&chsten Schritt wollen wir das Verhalten im Unendlichen betrachten. Dazu machen wir
eine kleine Umformulierung:
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1
p(z) = 22° — 22 = 22° (1 - —>

12

Dadurch wird klar, dass das Verhalten des Polynoms im Unendlichen Uber den Term mit dem
hoéchsten Exponenten bestimmt wird, denn es gilt

lim p(z) = lim 22° |1 - = | = lim 22°
r—+oo r—+oo (1}2 r—+oo
~
—0
Es ist immer
lim p(z) = lim a,x".
:L‘Hioop( ) r—r+o0 "

Die Ableitung oder auch erste Ableitung f’(x) von f(x) nennen wir auch Ableitung erster
Ordnung. Unter einer zweiten Ableitung oder auch Ableitung zweiter Ordnung verstehen wir
die Ableitung der Ableitung von f(x):

f,/<l’) — lim f/(l‘ + h) — f/(JZ)

h—0 h

FUhren wir dies sukzessive fort erhalten wir die Ableitung n-ter Ordnung durch

(D) (p 4 B — FnD)
(n) 1 f (x+h)—f ()
Jri= i h '

Notation: Eine analoge Schreibweise fur die n-te Ableitung der Funktion f(z) ist wieder durch
die Leibnizsche Symbolik gegeben, n&mlich
" f

dn
ﬁf(x) oder auch %(x)

Da Ableitungen Uber Grenzwerte definiert sind, lassen sich die Rechenregeln far Grenzwerte
auch formulieren zu

Regel 50: Rechenregeln fiir Ableitungen:
(f(z) £9(z)) = fl(z)£d (@)
(f(z)-g(@)" = f(2) g(x)+ f(z) g'(z)  (Produkiregel
(%)l = f/(z)g(g;)(;)’;(x)g/(z), g(x) #0 (Quotientenregel)
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Wir hatten eine geometrische Interpretation der Tangente und momentanen Anderungsrate,
die wir fortan Ableitung nennen wollen, bereits betrachtet. Mit dem Grenzwertbegriff kdnnen
wir nun zusdétzlich noch eine analytische Interpretation angeben: Es sei f : IR — IR eine
Funktion.

Die Tangente an f(z) ist etwas lineares und hat demzufolge die Form

g(xr) =mx+c.
Am Punkt xq stimmt der Wert von g mit dem von f Uberein, also gilt
g(z) = m(z — o) + (o).

Der Fehler f(x) — g(z) strebt gegen Null, wenn z nach x strebt und zwar schneller als « — x
nach Null strebt. Damit gilt

0= tim TE =90y, S) mmle =) = Sla) _y, flo) = Slao)
r—x0 T — 2o r—xQ T — X T—x0 T — X
Daraus folgt dann
f'(zo) = lim f(@) = f(o) =

und somit fUr die Darstellung der Tangente
g(x) = f'(zo)(z — zo) + f(x0)

Wir halten fest:

Regel 51: Tangente an f im Punkt (x¢, f(z0)):

Ty(w,w0) = ['(z0)(x — o) + f(0)

In der N&he von (zo, f(z0)) ist diese lineare Funktion eine “gute” Approximation an die Funk-
tion f. Was auch immer “gut” heiBt. In der Praxis ist es h&ufig so, dass die gegebene Funktion
recht unhandlich ist, vielleicht hochgradig nichtlinear, dann bedient man sich gerne in einer
Situation, die kleine Fehler erlaubt, einer einfacher gestrickten Approximation. Weiteres dazu
erfahren wir in Kapitel 8.2.
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3.4.4 Extrema und Wendepunkte von Polynomen

Wir starten gleich mit neuen Begriffen:

Regel 52: Extrema: Es sei D C IR ein Intervallund f : D — IR. Wir sagen eine Funktion
fhatina € D ein globales Maximum (Minimui), wenn

VeeDzx#a: f(z) < f(a) (f(x) > f(a)).

Es sei Ucl(b) := (b — €b + ¢€) eine offene Umgebung von b. b € D heit
lokales Maximum (Minimuim), wenn gilt

3e>0Vz e U()ND : f(z) < f(b) (f(z) > f(b)).

Kandidaten fur Extrema sind:

1. Randpunkte des Definitionsbereichs
2. Stellen, an denen f nicht stetig ist (fur Polynome jetzt nicht so relevant)

3. stationdére Punkte, das heilt Stellen, an denen die erste Ableitung ver-
schwindet.
Der Begriff “stationtre Punkte” kommt daher, dass an diesen Stellen die momentane
Anderungsrate (Ableitung) verschwindet (sieche Abbildung 14). Es ist einsichtig wenn man
bei Anderungsrate an zeitabhdangige Prozesse denkt, fir die dann bei so einer Stelle fur
einen Moment Stillstand herrscht.

Bei Extremstellen im Innern des Definitionsbereichs und abseits von Unstetigkeitsstellen ist die
Tangente eine konstante Funktion mit Steigung Null. Um eine Extremstelle zu ermitteln, mUssen
wir die Nullstelle(n) der ersten Ableitung bestimmen. Wir kbnnen das ja an unserem Beispiel
machen:

p(r) = 62* —2
hat die Nullstellen
-1 1
(3}

Woher wissen wir nun, ob es sich um ein Maximum oder Minimum handelt? Wir ermitteln das
geometrisch am Bild in Abbildung 15:

Bei einem Maximum wechselt die Steigung der Tangente von einem positiven Wert Gber Null
zu einem negativen Wert. Das bedeutet, dass die Steigung von p’ (also p”) negativ ist.
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1.5

Abbildung 14: Extrema eines Polynoms und die Nullstellen dessen Ableitung

Bei einem Minimum hingegen wechselt die Steigung der Tangente von einem negativen
Wert Uber Null zu einem positiven Wert, Das bedeutet, dass die Steigung von p’ (also p™)

positiv ist,

Da stellt sich natdrlich sofort die Frage, was passiert, wenn fur ein x mit p'(z) = 0 gilt, dass
auch p”(x) = 0ist? Betrachten wir die beiden Beispiele

zu besichtigen in Abbildung 16.

p(z

p(z

/!

(
P(
PP

(

p(4)

X

)
)
z)
)
)

I
oowoww%a

X
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q(z) =2
=0 ¢ (z) =41°
=0 ¢"(r) = 1222

¢ (x) =24z
W (x) =24
¢ (x) =0
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Abbildung 15: Extrema eines Polynoms,die Nullstellen dessen erster und zweiter Ab-
leitung

Das Verschwinden der ersten Ableitung ist eine notwendige Bedingung fur ein
Extremum, nicht aber eine hinreichende.

Beide Funktionen haben die Eigenschaft, dass bei einem potentiellen Extrernum auch die
zweite Ableitung verschwindet. Dennoch unterscheiden sich die Graphen. In Abbildung 16
kann man sehen, dass ¢(x) im Gegensatz xu p(z) in = 0 sehr wohl ein Extremum, némlich
Minimum besitzt. Zundchst halten wir fest, dass die Tatsache, dass die erste Ableitung ver-
schwindet lediglich ein notwendiges Kriterium ist. Es muss erfullt sein, fhrt aber noch nicht
zur Existens eines Estremums. Was also sind die hinreichenden Kriterien (abgesehen von der
in Regel 53)?

Wenn das kleinste n fUr das gilt
PO £0 A p(z) =0

eine ungerade Zahl ist, so liegt bei p™ (0) > 0 (p™(0) > 0) ein lokales Minimum (Maximum)
vor. Ist dieses n gerade, so liegt kein Extremnum vor.

Wir fassen das zusammen:
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Abbildung 16:

(Maximum), falls sowohl hinreichende als auch notwendige Kriterien erfullt sind.
Notwendiges Kriterium:

P (w0) =0
Hinreichende Kriterien: (eines davon muss erfult sein)

o p"(xy) # 0. Esist dann zq mit

P’ (xg) <0 ist(lokales) Maximum und mit
p"(xzg) >0 st (lokales) Minimum.

e Die erste Ableitung hat ein Vorzeichenwechsel bei zq, das heiBt es gilt
p(xog—€)-p(xg+e€) <0

fur ein €, das klein genug ist. Dann weiss man, dass
bei p'(zg—€) >0 einlokales Maximum vorliegt und
bei p'(xg—€) <0 einlokales Minimum vorliegt.

e Wenn das kleinste n € IN, fur das gilt
P™M(z) #0 A p"D(z)=0 Vz

= eine ungerade Zahl ist so liegt
bei p™(zy) >0 einlokales Minimum und

bei p™(zy) <0 einlokales Maximum vor.

Regel 53: (lokale) Maxima und Minima: Die Funktion p(x) hat bei z ein lokales Minimum
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Die zweite Ableitung einer Funktion p(x) wechselt vom Negativen in’s Positive genau dann,
wenn p(x) von einer Rechtsbiegung in eine Linksbiegung wechselt. Das ist noch mal eine
besondere Stelle, die einer erneuten Definition wurdig ist.

Regel 54: konvex/konkav:

Eine Funktion f : I — IR heiBt konvex (konkav),
wenn gilt: Va1, 25 € IVA € (0,1) : °r

FOwr+ (1= X)) ) Af(@n) + (1= N ()

Es gilf also:
fﬂ‘] >0 = f konvex

f”‘z <0 = f konkav

(f| heiBt f eingeschrankt auf das Intervall 1.)
I

Regel 55: Wendepunkt: Der Punkt, bei dem die zweite Ableitung ihr Vorzeichen dndert,
das heiBt bei dem flrein e > 0

f(xo—¢€)- f"(xog+€) <0 und f"(x9)=0

gilt, heiBt Wendepunkt von f.

Mit den Funktionseigenschaften, die wir bisher besprochen haben kdénnen wir von einem
gegebenen Polynom eine Skizza anfertigen.

Regel 56: Eine Skizze eines Polynoms wird erstellt Uber die folgenden Informationen:

1. Nullstellen
2. asymptotisches Verhalten
3. Extrema

4. Wendepunkte
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3.5.1 unbestimmte Integration und Stammfunktionen

Wir wollen uns mit der Fragestellung ausein-
andersefzen, ob man eine Funktion, deren
Anderungsrate in jedem Punkt eines Intervalls
bekannt ist, rekonstruieren kann. Wir stehen al-
so vor folgendem Problem: Es ist eine Funktfion
f I — IR gegeben, von der wir wissen, dass
sie die Ableitung einer zun&chst noch unbe-
kannten Funktion F'ist: f = F’ auf I. Gesucht
ist I,

Beispiel 37

Fahrtenschreiber ‘

Betrachten wir einmal das folgende Beispiel: Ein Fahrtenschreiber eines LKWs zeichnet im
Verlaufe des Vormittags — 8.00 Uhr bis 12.00 Uhr — die gefahrene Geschwindigkeit des LKWs
auf:

Zeif 0.00 | 0.44 [ 089 | 133 | 178 | 222 | 267 | 3.11 | 356 | 4.00
] =h

Geschw. | 5250 | 53.16 | 5509 | 58.33 | 62.87 | 68.70 | 75.83 | 84.26 | 93.98 | 105
()] =1

Wir machen eine Polynominterpolation durch die Messpunkte und erhalten die Funktion

ft) = % (1 + %R) :

Wenn wir aber nun eigentlich daran interessiert sind, zu erfahren wann der LKW-Fahrer wieviel
Kilometer zurlckgelegt hat, so bendtigen wir diejenige Funktion, deren Ableitung gerade
f(t) ist; also der Geschwindigkeitsmessung entspricht (siehe Abb. 17). Gesucht ist also eine
Funktion F'(t) mit

Fi(t) = f(t).
Im Grunde ist das, was wir suchen die Umkehrung der Ableitung. Wir nennen die Funktion,

die sich aus eben dieser Umkehrung ergibt Stammfunktion und machen dazu folgende
Definition:

Regel 57: Stammfunktion: F' heiBt Stammfunktionzu f auf dem Intervall I, wennVx € I :

Eine Stammfunktion ist ohne Weiteres nicht eindeutig bestimmt: Aus einer Stammfunktion
Fy(x) zu f(x) auf I erhalt man alle weiteren Stammfunktionen in der Form F(z) =
Fo(x) + C mit willkrlichen C', da eine Konstante bei der Ableitung verschwindet.
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300

250 f(x)=105(1+x"2/16)/2 B
200 7
150 7

100 |- //

soF———  _— -

0 I I 1 I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Abbildung 17: Gesucht ist die Stammfunktion der Geschwindigkeitsbeschreibung

Je nach Situation ist das freie C' dann noch zu bestimmen. Wir werden das gleich anhand
unseres Beispiels sehen. Erst kiGren wir noch die entsprechenden Notationen fUr unser neues
“Werkzeug”.

Regel 58: unbestimmtes Integral: Ist F' auf dem Intervall I eine Stammfunktion zu der
Funktion f, gilt also

F'(z) = f(x)

furalle x € I,sosagen wirauch F'sei ein unbestimmtes Integralvon f auf I. Unbestimmte
Intfegrale bezeichnet man seit Leibniz mit den Symbolen

/f(:c)dx oder /fda:.

Wir sagen Integral f von x dx oder Integral f dz. f bezeichnen wir als Integranden und
x als Integrationsvariable.

Wir halten fest, dass das unbestimmte Integral die Umkehrung der Ableitung ist

und deshalb gilt
/F’ de = F.

Das unbestimmte Integral ist wiederrum eine Funktfion, die von der Variablen x
abhdangt.

Wie lassen sich nun Stammfunktionen von Polynomen berechnen? Wir wissen wie die Ablei-
tung eines Polynoms berechnet wird, ndmlich
n—1

(") =nx
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Das ist &dquivalent zu

Und das genugt schon, um unbestimmte Integrale von Polynomen berechnen zu kbnnen:

Regel 59: Stammfunktion (unbestimmtes Integral) eines Polynoms:

1
/x” dr = ot farn > 0
n—+1

Jede Funktfion der Form n%lx"“ + (' ist Stammfunktion von z". Es gibt also un-
endlich viele Stammfunktionen. Wir sagen deshalb auch eine Stammfunktion und
nicht die Stammfunktion.

Der Kilometerstand des Fahrtenschreibers aus unserem LKW-Fahrer Beispiel 37 berechnet
sich demnach so:

105 1 105 1
F(t) = t) dt = [ —(1+ =) dt =—(t+ =t
(t) /f() +C/2<+16> +C 2<+48)+C
Da der LKW-Fahrer morgens losgefahren ist, der Kilometerstand bei ¢ = 0 also auf Null stand

gilt weiter

F0)=0 < C=0,

woraus sich die Funktion F'(t) fur den Kilometerstand durch

105 1
F(t) = - (t + Et?’)

berechnet. Angenommen die Aufzeichnungen seien am Nachmittag gemacht worden
und der Fahrer habe bereits 200km am Vormittag zurlickgelegt, so dass zum Startzeitpunkt
F(0) = 200 gelte, so berechnete sich die Konstante durch

F(O) =200 <& C(C =200,
woraus sich

105 1
Fit)= — ([t + —¢ 2
(t) 5 <+48 )+ 00

ergdbe.
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Im Ubrigen erhalten wir alle gefahrenen Kilometer in diesem Zeitraum Uber die Differenz der
Kilometerzahl zum Endzeitpunkt mir der zum Startzeitpunkt:

Gesamtkilometerzahl = F'(4) — F(0)
105

1
= — 4+ —43 200 — 200
> <+48 >+

105 1
= (4+ —4°
2 <+48 )

(offensichtlich spielt die Anzahl der Startkilometer keine Rolle!)

105 4
=" (442
> (13)

105 16
= —— =280
2 3
Der LKW-Fahrer ist also 280 km gefahren, ganz gleich wie hoch die Kilometerzahl zum Start-

zeitpunkt gewesen ist. C' kurzt sich raus.

Regel 60: Weitere Stammfunktionen in diesem Kontext:
Negative Exponenten n # 1:
1
/ " dx = gl
1—n

Rationale Exponentenn =2 € Q A ¢ #0 A n# —1:

/P q ptq
ra dr = T q
p+q

Wir setzen schon einmal direkt zwei Integrationsregeln auf:

Regel 61: Regeln der unbestimmten Integration:
Das integral ist linear, das heiBt fur o, 8 € IR gilt

/(ozf+ﬁg)d:£:a/fdx+ﬁ/gdx.

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einer kleinen physikalischen Interpretation. Die Zeichen [ ]
geben die physikalische GréBe dessen an, was in sie eingeschlossen ist, dann gilt fur unser
LKW-Beispiel:
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Zeit t : [t]=h (Stunde)
Geschwindigkeit — f : [f] = [F (ﬁf:g“)} = =Rl _ bm (Kilometer
pro Stunde)
Kilometerstand F. [Fl=[[f@)dt]=1[f] [dt] =km (Kilometer)
——

Zeitintervall

Oder erinnern wir uns an das Beispiel mit dem Radfahrer, der Uber die Berge fahrt (siehe
Abbildung 8). Entweder messen wir mit f wieviel Hohe er gewinnt je nach gefahrener Strecke:

Weg x : [z]=m (Meter)
Hohe f o lfl=m (Meter)
Steigung o fl=2=1 (dimensionslos)

Zeit t . [t]=h (Stunde)
Hohe f lfl=m (Meten)
Anderungsrate o =% (Meter pro Stunde)

3.5.2 bestimmte Integration und Fldcheninhalt

Essei f : [a,b] — IR eine in [a,b] stetige Funktion. Wir wollen den Fléicheninhalt A be-
rechnen, der von f, der x-Achse und den Geraden z = a und x = b eingeschlossen
wird. Abbildung 18 zeigt einen entsprechenden Bereich. Wir kdnnten diesen Flcheninhalt
ndherungsweise bestimmen, indem wir ein Raster aus Vierecken daruber legen, die K&stchen
z&hlen, die ganz enthalten sind und diejenigen schétzen, die von der Kurve zerschnitten wur-
den. Bei aller MUhe, die wir uns jetzt machen werden, um auf elegante Weise analytische
Berechnungen anstellen zu kénnen, werden |hnen ganz dhnliche Ndherungsmethoden in
der Numerik wieder begegnen. Man nennt das dann Quadraturformel. Aber zurlck zur
Analysis! Wir néhern uns an den gesuchten Fiicheninhalt, indem wir das Intervall [a, b] in n
Teilintervalle zerlegen mit a = xy. b = x,,

n—1

[a,b] = [a, 1] U 2y, 22] U - U [2p_2, Tp_1] U [Ta_y, b] = U (2, Ti] -

Jedes Intervall [x;, x;,1] hat eine Lange von b_T“ n sei so gewdahlt, dass die Funktion f einge-
schrankt auf ein Teilintervall sein globales Minimum und Maximum auf den Intervallgrenzen
annimmt.
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3.5 Integration |

Abbildung 18: Fliache begrenzt durch f, x =1, x = b und der x—Achse

a b
Abbildung 19: Bildung von Teilintervallen zur approximativen Flidchenberechnung

m; sei das Minimum und
M; das Maximum von f(z) auf [x;, x;11]

Wir bilden nun Obersumme S,, und Untersumme s,,. s,, beschreibe den Fl&cheninhalt der
grauen Fléche in Abbildung 19 und \S,, den der grauen und griinen Fiiche zusammen. Dann
gilt fur die beiden Summen:

b—a b—a b—a
SnZ=M0 n +"'—|—Mn1 ZM

b— b— —
Sy = My na—|—~--+mn_ ¢_ aZmZ

S, ndhert sich von oben und s,, von unten an den gesuchten Flicheninhalt heran:

s, KALS,
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3 Funktionen I:
Polynome

Je gréBer wir n wahlen, desto besser ist die Approximation. So die Hoffnung.

Regel 62: Riemann-Integral: FUr die Funktion f : [a:o,xn] — IR und die Zerlegung des
Intervalls

n—1

[0, 2n] = U [z, Tita]

i=0
seien mit
(mi, M;) == ( min f(z), max f(z))

T€[;,Ti41] T€[z;,Ti41]

die Folgen “Obersumme S,,” und “Untersumme s,,”

i 07 n—1
n — 40
S, = —— E M,;
n %
1=0

n—1
Tp — o
Sp i —m ————— E m;
n
=0

gegeben. Haben die Summen S,, und s,, einen gemeinsamen Grenzwert

lim S, = lim s, = A
n—oo n—oo

so heiBt f Riemann—integrierbar oder R—integrierbar und das bestimmte Integral der
Funktion f von a bis b

A /f(x) i

a

heiBt Riemann—Integral.

Stetige Funkfionen sind Riemann-integrierbar. Das heiBt aber nicht, dass nicht
stetige Funktionen nicht Riemann-integrierbar sind. Nur eben nicht alle.

Wie kann man nun elegant bestimmte Integrale berechnen? Wir sind uns wohl einig, dass die
Methode der Summenbildung einsichtig ist, aber doch unter Umstédnden recht unbequem.
Ja und was hat das unbestimmte Integral aus dem letzten Kapitel mit dem bestimmten zu
tun? Immerhin heiBt es auch Integral. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Integral-
begriffen wird durch den nachfolgenden Satz beschrieben, der einer der Kernaussagen in
der Analysis darstellt. Wichtige Sétze haben Namen und so auch dieser:
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3.5 Integration |

Regel 63: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ist /() eine Stammfunktion
der stetigen Funktion f(z), also gilt F'(z)" = f(x), so gilt

Wir kbnnen also Berechnungen von bestimmten Integralen auf Berechnungen
von Stammfunktfionen zurdckfUhren.

Dieser Zusammenhang ist nicht direkt ersichtlich. Den Beweis dieses Satzes besprechen wir
nicht aber wir werden uns den Sachverhalt plausibel machen:

Geometrische Interpretation:
Es sei f eine lineare Funktion (siehe Abbil-  «awom
dung 20) mit der Darstellung

f(x) =mz +c.
Eine Stammfunktion von f ist dann gegeben
durch ] | ‘ ‘
F(.CC) = §m$2 + cx. a (a+b)/2 b

Abbildung 20: Fidcheninhalt unter einer
linearen Funktion
Auch ohne Stammfunktion kbnnen wir den Fidcheninhalt unter f direkt berechnen:

/bfwx:f(a;b) (b-a)
(5o

f(0)—f(a)
b—a

Da die Steigung der Geraden gerade m = ist gilt weiter

= %m(b%— a)(b—a)+c(b—a)

= %m(b2 —a®) +c¢(b—a)

1 1
= (émb2 + cb) — (ima2 + ca)
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und das ist gerade
= F(b) — Fl(a).

Das klappt. Betrachten wir nun eine beliebige, stetige Funktion. Wir zerlegen das Intervall
[a,b] in n Teilintervalle, so wie wir es bei der Bildung der Ober- und Untersumme getan
haben. Dieses Mal bilden wir auf allen Intervallen Trapeze, indem wir die Punkte (z;, f(x;))
jeweils mit (z;41, f(x;11) verbinden. Jedes einzelne Trapez behandeln wir nun wie im obigen
Beispiel.

b _ Tit1
a =0 T;
n—1

Q

(F(2it1) — F(z:))
F(z1) = F(xo) + F(x2) — Fx1) + F(xs) — Fxa) + -
o+ F(rp—2) — Fxp_3) + F(xp—1) — F(z,-2)
= (x1) — F(xo) + F(x2) — Fa1) + F(xs) — Faz) + -+
vt F(opg) — F(on-3) + F(zn1) — F(Tn2)
= F(zp—1) — F(z) = F(b) — F(a)

Beispiel 38

Wir berechnen den Fldcheninhalt, der Fidche, die durch x = 0, x = 1, der x-Achse und der
Funktion

fla) =2*

eingeschlossen ist. Wir bilden Teilintervalle wie oben, dann ist mit A := =
I’Z:Zh und le:(z—l—l)h

Die Untersumme ist

n—1 n—1
1 , h? 1 nn—1)2n—-1)
S"_n;minlzozn?’ 6
P =n)@2n—-1) 20’-3n*+n 1 1 N 1
N 6n3 N 6n3 3 2n 6n?
woraus sich der Grenzwert
1
lim s, = =
n—oo
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3.5 Integration |

ergibt. Nun noch die Obersumme

1n71 , hgnfl , h2 n ) h2 n ,
1 n(n+1)(2n+1)_(n2+n)(2n+1)_2n3—|—3n2—|—n_1+ 1 N 1
Cond 6 B 6n3 B 6n3 3 2n 6n2

Wir erhalten fur die Obersumme den Grenzwert

Jim S, =3

Der Grenzwert der Obersumme stimmt mit dem der Untersumme Uberein, also ist die Funktion
f(x) = x? Riemann-integrierbar und der zu berechnende Fidcheninhalt betraigt 1/3. Der
Weg Uber die Stammfunktionsberechnung geht so: Eine Stammfunktion von f(x) = x? ist

gegeben durch

F(z) = 2.

Damit und dem HDI berechnen wir das bestimmte Integral

Das ging schon schneller.

Wegen des HDI (Regel 63) kbnnen wir naturlich auch die Berechnung der Stamm-
funktion auf die Berechnung des bestimmten Integrals zurlckfuhren, fur den Fall,
was doch spurbar hdufig vorkommt, dass eine Stammfunkt in geschlossener Dar-
stellung nicht bekannt ist:

ﬂ@=/ﬂw@+&

Ist nun die Stammfunktion zu f nicht bekannt, so kann diese Ndeherungsweise Uber so-
genannte Quadraturformeln berechnet werden. Quadraturformeln sind spezielle, endliche
Summenformeln, die je nach Charakteristika von f aufgestellt werden und mehr oder weni-
ger gute Approximationseigenschaften haben. Es gibt Quadraturformeln, die sind exakt, das
heiBt sie stellen den Integralwert ohne Fehler Uber eine endliche Summe dar. Cool, oder? Ist
aber Thema der Numerik.
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3 Funktionen I:
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Regel 64: Regeln der bestimmten Integration:
Das integral ist linear, das heit fur o, 8 € IR gilt

b

/(af+ﬁg)dx:a/bfdx+ﬁ/bgdx.

a

Das Integral auf [xg, x,,] I&8t sich in die Summe von n Integralen auf [z, z;41]
n—1

(i=0,...,n—1)mit [zo, z,] = U,y [:, Ti41] zerlegen:

Li+1

7f(x)dx=7f(x)dx+...+ 7f(x)dx:§/f(x)dx

Z;

Das bestimmte Integral erhdlt ein negatives Vorzeichen fur Bereiche bei denen

f negativ ist. Siehe Abbildung 21. Wir mUssen also darauf achten, ob ledig-
lich ein Integral berechnet werden soll oder wirklich nach dem Fl&dcheninhalt

gefragt wurde. Ein FiGcheninhalt ist immer etwas positives.

a N\/NZ b

Abbildung 21: Vorzeichen bei der Flachenberechnung

Im Beispiel ganz rechts von Abbildung 21 muUssen zundchst die Nullstellen der Funktion be-
stimmt werden. Durch Einsetzen von Werten links und rechts der Nullstellen, stellen wir fest
in welchen Bereichen die Funktion positiv und in welchen negativ ist. Das Integral berech-
nen wir, indem wir Integrale Uber die einzelnen Bereiche berechnen, mit entsprechenden
Vorzeichen versehen und dann aufaddieren:

A= 71f(:z:) dz — 72f(x) dv + /bf@;) dz

N2

Beispiel 39
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3.5 Integration |

1. Der Flacheninhalt, der von der Funktion f(z) = x und g(x) = z? eingeschlossen ist
wird so berechnet: Zun&chst finde die Schnittpunkte der beiden Funktionen:

2.5

f@)=g(x)=0 <  w(l-z)=0

2k

Dazwischen gilt sk

£(0.5) = 0.5 > 0.25 = g(0.5). of

0.5 -

Also  erhalten wir den  gesuchten
Fldcheninhalt, indem wir den Flcheninhalt o
unter f mit dem unter ¢ subtrahieren (siche s

Abbildung 22: 05 0 o5 ; s
Abbildung 22: FiGcheninhalt zwischen zwei
Funktionen
1 1 1 1
0 0 0 0
1 1. 1 1 1
— 2 —_ = 3 = —_- — = = —
bx 3$L 2 3 6

2. Welchen Fldcheninhalt hat das durch folgende Ungleichung beschriebene Gebiet?
2y2:c3 A y < 4.5z A z>07?

Die entsprechende Fldche ist in Abbildung 23 dargestellt. Wir machen an dieser Stelle

25

20
15 - 9

10 - f

-10 -

25 | | | | | |
Abbildung 23: Flacheninhalt zwischen zwei Funktionen
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92

das gleiche wie in Beispiel 2., nur, dass wir noch x > 0 berlcksichtigen mussen. Wie
lauten die Funktionen?

1
flz) =45z und g(z) = §x3
Wo sich die beiden Funktionen schneiden finden wir durch Lésen der Gleichung

F(@) — g(z) = 450 — %x3 (45— %gﬂ) _ %x(Q o) = %x(B ) B42) =0

Ein Kinderspiel also, denn die gesuchten Werte x sollen positiv sein. f(1) > g(1), also:

3
1 9 1,]% 81
A= [ 450 — =23 = |22 =t ==
/53: 23: dz {43: 893]0 g



Funktionen I1:
Logarithmus und Exponen-

tialfunktion

Wir behandeln:

Bijektivitdt von Funktionen: Wir “kehren Funktionen um”

Wir “verketten” Funktionen

Was hat die Eulersche Zahl e eigentlich mit Wachstum zu tun?
Ableitung und Integration von Exp- und Log-Funkfionen

(’

ust a darn minute! Yesterday you said X equals twol"

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Exponential- und Logarithmusfunktionen im weiteren
und mit der naturlichen Exponentialfunktion — oder auch e-Funktion — und dem natdrlichen
Logarithmus — oder auch In-Funktfion — im engeren Sinne beschaftigen. Diese beiden Funk-
tionen sind einander Umkehrfunktionen, das heiBt das ein auf y abgebildetes x von der
einen Funktion durch die jeweils andere gerade wieder auf x zurickabbildet. Wir bendtigen
weitere Begriffichkeiten und Eigenschaften rund um den Funktionsbegriff generell, was wir
im anschlieBenden Unterkapitel erledigen. Dazu gehdrt die Umkehrfunktion und die Voraus-
setzung, wann eine Funktion umkehrbar ist. Das zweite Unterkapitel behandelt diese Eigen-
schaften anhand dieses konkreten Funktionstypus. Im dritten und vierten Unterkapitel kiéren
wir neue Differentiations— und Integrationsregeln, da die bisher besprochen nun nicht mehr
ausreichen werden. Schlussendlich werden wir inferessante Anwendungsbereiche kennen-



4 Funkfionen I
Logarithmus und Exponentialfunktion

lernen. An die Arbeit:

4.1 Eigenschaften von Funktfionen I;
Verkettung und Umkehrung

Definition 65: Monotonie von Funktionen: Wir nennen eine Funktfion f : [a,b] — IR auf
[a, b] monoton wachsend (monoton fallend), falls

Vay, zg € [a,b] x1 < x2 @ f(z1) < (=) f(x2)
gilt. f heiBt streng monoton wachsend (streng monoton fallend), falls
Yoy, za € [a,b] x1 < xo @ f(x1) < (>)f(22) .

gilt. Wir nennen f streng monoton, wenn f entweder streng monoton wachsend (smw)
oder streng monoton fallend (smf) ist.

Definition 66: Injektiv, Surjektiv & Bijektiv: Es seien A, B Mengen. Eine Abbildung f : A —
B heit

surjektiv & f(A) =B (f bildet A auf B ab)
injektiv = Vo, #xo @ f(x1) # f(22) (f ist eineindeutig)
bijektiv = f st surjektiv und injektiv (f bildet eineindeutig A auf B ab)

Sind A, B C IR, f: A — B streng monoton, so ist f injektiv, denn

1 7é To = (33'1 <z VI > 1'2) = (f(xl) < f(fﬂg) V f(iCl) > f(l'g)) = f(l'l) 7é f(.]?g)

Beispiel 40

1. f(x) =2+ 3ist smw

2. f(z) = z*ist smw auf IR§ und smf auf IR, und nicht monoton auf IR
f IR — IR ist nicht surjektiv A nicht injektiv
R — Ry ist bijektiv

94




4.1 Eigenschaften von Funktionen I
Verkettung und Umkehrung

Man berechnet die Umkehrfunktion, indem man y = f(x) nach z auflést und
dann y durch x vertauscht.

Beispiel 41
Wir berechnen die Umkehrfunktion von: f(z) = 2z
1
y=2r & x= Ey
Dann lautet die Umkehrfunktfion
@) = se
2
Beispiel 42

Wir berechnen die Umkehrfunktion von: f(z) = 2 + 4z — 3

y=2’+dr-3=(@+2°-T & (@+2°=y+7 & |e+2=\yI7

- Vy+7—=2 fur r>-2
Tl VYT =2 fur < =2 5 -
N il ijekti Bieky (1
fl_l(x): y+7-2 £’
(@) = =y +7-2

95
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Geometrische Interpretation:

Die Grafen von f und f~! liegen spiegelbildlich zur Winkelhalbierenden y = . (Siehe Abbil-
dung 24)

X062

sqnhz.LA,

- 05

0 0.5 1 15 2

Abbildung 24: Grafen von Funktionen und deren Umkehrfunktionen

Definition 68: Komposition/Verkettung von Funktionen: Durch f : I — IRundg: D — IR

mit g(D) C I kann man die Komposition/Verkettung f o g : D — IR bilden. Sie ist
definiert durch

(fog)(x) = f(g(z)).

IR IR

Beispiel 43

Es seien die Funktionen
f(z)=2x+3 und g(z)=5x+7
gegeben. Dann ist
(fog)x)= f(g9(x)) =2g9(z)+3=2(5x+7)+3 =10z + 17
und

(go f)(x) =g(f(x))=5f(x)+7=>52x+3)+7=10z + 22.
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4.2 Exponential- und Logarithmusfunktion

Es gilt die Kommutativitat fur die o-Operation zwischen Funktionen f und deren
Umkehrabbildung f‘1 (siehe Beispiel 44).

(fof @) =(f"of)(x)

FUr beliebige Funkfionen g und f gilt dies nicht im Allgemeinen (siehe Bei-
spiel 43) :
(fog)(z)# (g0 f)(z)

Beispiel 44

Die Verkettung von f und f~! aus Beispiel 41 fuhrt dann auf

(F o f)z) = A (f(2)) = %f(a:) B
oder auch .
(Fof @) =f(f @) =2f"(z) =250 =2

4.2 Exponential- und Logarithmusfunktion

Eine Exponentialfunktion ist eine Funktion f : IR — IR der Form

f@)=a

fur a € IR. greifen wir doch an dieser Stelle gleich die Eigenschaften aus dem vorangegan-
genen Unterkapitel auf und stellen die Frage nach Monotonie und Bijektivitdt,

Sinnvoller Weise sei a > 0. Den trivialen Fall a = 0 lassen wir auBer Acht und a < 0 wlrde uns
zu diversen unuberwindbaren Hindernissen fuhren. Warum? Das sehen wir gleich. Wenn also
a > 0ist sowird f(z) > 0 sein, ganz gleich wie es sich mit dem Vorzeichen von x verhdit. In
Abbildung 25 (links) sind ein paar Grafen fur verschiedene a dargestellt. Die Grafen zeigen,
dass die Exponentialfunktion wachsend oder auch fallend sein kann. Wann gilt was? Es sei
0 < 21 < mo. Wann ist f(x) streng monoton wachsend?

a™ < a™ | :a™ >0
a™
a*?
a7 < 1 T3 =29 —x1 >0

a ™ <1

1
1 <a® @3
1<a

t e ¢ 30 ¢
|
A
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Die Funktion f(z) = a” fur a > 0ist also streng monoton wachsend wenn a > 1 ist. Genauso
kdnnen wir zeigen, dass sie streng monoton fallend ist, wenn a < 1 ist. Zusammenfassend
kénnen wir sagen, wie auch immer a € IR* \ {1} gewdhlt ist, so wird f () eine streng mono-
tone, also insbesondere injektive Abbildung sein. Durch eine passende Wahl von Definitions—
und Bildbereich, namlich f : IR — IR erreichen wir auch, dass f surjektiv ist und somit auch
bijekfiv.
Da eine Exponentialfunktion bijektiv ist, wissen wir, dass eine Umkehrung der Abbildung
moglich ist. Wie aber kédbnnen wir y = a* nach z auflésen? Das geht so direkt gar nicht.
Was der mathematiker nicht hat das definiert er sich. Drum definieren wir die Umkehrabbil-
dung

y=a" & x =:log,y.
Wir halten fest:

Definition 69: Exponential- und Logarithmusfunktion: Fir a € IR™ \ {1} heiBt die Funktion
f:R—-R": 2+ a"
Exponentialfunktion mit der Basis a. Die Umkehrabbildung

f':R" - R:2+ log, =

heiBt Logarithmus (-funktion) zur Basis a.

10 T T T

1/3™x
1/27x
27x

-10 -5 0 5

Abbildung 25: Grafenbeispiele fiir f(x) = a” (links) und f~!(z) = log, = (rechts)

10

10

-10

T

In(1/x)/In(3)

In(1/x)/In(2) ——
In(x)/In(2) —

In(x)/In(3)

0

Beispiel 45
8§=2" & x = log, 8
"2 hoch was (=x) ist 87", richtig 3.
2 =logyx & x =3
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4.2 Exponential- und Logarithmusfunktion

Formel 70: Rechenregeln fiir Exponential- und Logarithmusfunktionen: Es seien a, b > 0:
Exponentialfunktion:

a*ty = a® - a¥ a*””:a% a’ =1
pratt+qa=p+q-a”  F=(3) (a®)" = a™
Logarithmusfunktion:
loga<bn) =n loga(b) = loga % = = loga(b)

log,(bc) =log,(b) +1log,(c) = log, 2 =log,(b) —log,(c)

Notation:

log(b) := log,(b)
In(b) :=log.(b)

Basiswechsel:

Herleitung:

Wir definieren zun&chst

x:=log,b, y:=log,c und z:=log,(bc).

Es ist

a®*=b & rx=1log,b und d'=c & y=1log,c und a®*=bc & z=1log,(bc).

Nun multiplizieren wir a* = b mit a¥ = ¢ und erhalten

a*a’ =bc
& a* =bc
& log,(bc) =z +y
= log, b +log, c

Alles Weitere ergibt sich direkt aus dieser Erkenntnis:

log, (b") = log,(bb" ') = log, b+ log, (b" ') = --- =log, b+ ---log, b = n log, b

n mal
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Und genauso:

loga% = log,(b™") = —log, b

Sowie:
c 1 1
log, - =log, ( ¢+ | =log,c+log, - =log, c —log, b
b b b
Beispiel 46
(o)
log,a=1 denn a'=a.
(o)
log, 81 = log;(3*) = 4 log, 3 = 4
© .
10g21—6 =log, 8 —log, 16 =3 —4 = —1
(d)
1
log, 3= —log,2 = -1
Beispiel 47

a'%” =g und log,a® =x

Auf dem Taschenrechner stehen der dekadische Logarithmus (log) und der nattrliche Loga-
rithmus zur Basis e (In) zur Verflugung. Haufig muA man aber Logarithmen zu anderen Basen
als 10 oder e berechnen. Das ist zum Gluck leicht méglich, wie wir gleich sehen werden.

Herleitung des Basiswechsels:

Mit y = log,  kdbnnen wir Folgendes machen:
PoBt = b =g

Daraus folgt dann
log, (b'°#*) = log, . (12)

Andererseits gilt mit log, 0" = n log, b auch
log, ('°%*) = log, z - log, b. (13)
Die Beziehungen (12) und (13) zusammen ergeben dann

log, x

log,z =log, x -log, b & log,z = log, b
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4.3 Differentiation |l

Genau hinsehen! Rechts stehen nur Logarithmen zur Basis b, links steht ein einzelner
Logarithmus der Zahl x zur Basis b. Steht irgendein Logarithmus zur Verfigung, so
kann mit diesem Zusammenhang jeder andere Logarithmus berechnet werden!

Beispiel 48

Wie |6st man

(1.2)* = 3.4

nach x auf, wenn der Taschenrechner den Logarithmus zur Basis 1.2 nicht hergibt? Wir wech-
seln einfach die Basis, so dass wir Logarithmendarstellungen haben, die wir dann auch
berechnen kbnnen und erhalten tatarata:

log 3.4
log1.2

log; 3.4 = ~ 6.71218178...

Eine kleine Anmerkung zur Legende bei der rechten Grafik in Abbildung 25:

1 x
T = log% y ist die Umkehrung von (§> =q.

Diesen Ausdruck formen wir ein wenig um:

1\" 1 1 logi log y
( (3) ! y ) (m %9y T logd g3

4.3 Differentiation Il

Wir wollen also eine beliebige Exponentialfunktion ableiten und machen einmal folgende
Uberlegung:

Fur Exponentialfunktionen f(z) = a® gilt also

f'(x) = f(z) £/(0).
Das ist etwas Besonderes und gilt nur fUr diese Sorte Funktionen.

Bei Exponentialfunktionen gilt: Die momentane &nderungsrate ist proprtional zum
Bestand.

f'(x) o< f(x)
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Lustig wdre es, wenn es ein a mit (a®)’ ‘ .= 1, also f'(0) = 1 gdébe, oder? Das wirde
r=
bedeuten, dass die Anderungsrate genau gleich dem Bestand ist.

Heuristik: FUr sehr kleine h wlrde dann gelten

a — 1
h
& a~V1+h

~ 1

Setze n := +, dann gilt fur sehr groe n

1 n
= az(l—l——)
n

Kommt Ihnen das bekannt vor? Genaul Mbglicherweise gilt
(e") =e".
Aus Kapitel 2.2 wissen wir, dass

¢® = lim (1 + f)”
n

n—oo

z0+3)

untersuchen. Wir haben es hier it der Verkettung zweier Potenzfunktionen zu tun, némlich

gilt. Damit wollen wir

(fog)(x) = <1+%>n , mit f(z) = 2" und g(z) :1+%x.

Die Ableitung von verketteten Funktionen erhalten wir ganz einfach Uber die Kettenregel:

Satz 71: Ableitung von verketteten Funktionen (Kettenregel): Die Funktionen u : I — IR
und f : u(I) — IR seien differenzierbar. Dann ist (f o u) in = € I differenzierbar und es

gilt

(fou)(z) = (f e u)(z)u'(x).

Beispiel 49 |

Es seien die Funkfionen
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4.3 Differentiation |l

gegeben. Dann ist

fa)=2r @)=t W)=

Mit der Ketftenregel ist es nicht nétig (und manchmal auch nicht moglich) die Verkettung
f o g aufzudréseln, denn es gilt ganz einfach:

2
r 3 =2x

(fog)(x) = flg(x)) = ['(g9(x)) g'(x) = 2g(x)

Toll, oder? Noch ein Beispiel, weil’s so’'n SpasB macht.

Beispiel 50 |
d ) d
L ety = (foq)@
mit f(x) = z? und g(z) = 2z + 3. Mit der Kettenregel gilt nun
d !/ /
o (fog)z)=flyg(x)) g'(z) =29(z)2 =8z +12.
Beispiel 51

[NIES

d N\ 18 17 1
—(2362—365) =18 <2x2—x5) 4o ——x"
dx 2

Beweis Kettenregel 71:
Die Kettenregel kann man ganz leicht einsehen; in einer Zeile quasi:

1o 1w+ 1) = f(g(a)

h—0 h

(fog)(z) = flg9(x)) =

Wir multiplizieren die 1

_ i F@ 1) — f9(x)) gz +h) — g(2)
h—0 g(x + h) _ g(x) h
-T2 ) o)
OJ

Sie kbnnen am Beweis schon sehen, dass in der sogenannten Leibnizschen Symbolik die
Kettenregel eine unwiderstehlich suggestive Form annimmt: Macht man aus f(u) durch die
Substitution u = u(x) eine (mittelbare) Funktion von x so ist

df - df du

de  dudz’
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4 Funkfionen Il

Logarithmus und Exponentialfunktion

Das kann man dann auch gerne sukzessive fortfihren mit f(g(u(z))):

Beispiel 52

ﬁ_dfdgdu

dr  dg du dz

Besucherstrom im Kino | Wir betrachten den Vorraum eines gréSen Kinos mit mehreren Kas-

sen. Die Besucher strdomen herein, kurz nach der Offnung des Kinos. Ab einer bestimmten
Anzahl Personen werden immer weitere Kassen zur Bedienung der Massen gedffnet. Die Kas-
seneroffnungen erfolgen gemdas der Vorschrift f. Ein aufmerksamer Beobachter stellt fest,
dass die Anzahl anwesender Personen zur Zeit ¢t durch die Funktion g(t) beschrieben werden

kann.

g(t) = t* beschreibt die
Anzahl bereits angekom-
menen Besucher zur Zeit £.
Besucherstrom:

49 (t) = 2t beschreibt die
Geschwindigkeit ankom-
mender BEsucher (nicht

wie schnell die laufen...)

dg/dt

|

I -
1
1
1
1
1
1
1
=)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

anwesende Besucher g(t)

1 2
Zeit t (1E=10 min)
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flg) = g+ 1 beschreibt die

Anzahl gedffneter Kassen in
Abhdngigkeit der Besucherzahl.
Eine Kasse ist immer auf, auch
wenn keiner da ist.

(9) = 5/ beschreiot die Ro-
te der Kassendffnung pro Besu-
chervorkommen. Das ist vollig un-
abhdngig davon wieviel Uhr es ist
und in welcher Weise die Besucher
tatsacehlich eintreffen.

flo)

~

A
C

offene Kassen f(Q)

dildg

1 2 3
anwesende Besucher g

fle@) = 2 +1
beschreibt die Anzahl
gedffneter Kassen  zu
bestimmten Zeiten {.

Die Entwicklung dieser
Kurve ist natdrlich von
der Entwicklung der Besu-
cherzahl mitbestimmt,

offene Kassen f(g())

0 2

1
Zeit t (1E=10 min)



4.3 Differentiation |l

Es sind nach et-
wa 17.3 Minuten
3 Personen an-
wesend.

Bei 3 Personen wird die 2-te Kasse
gedffnet. Egal um welche Uhrzeit
das ist.

Bei wenig Besuchern &ffnen Kassen
schnell mal, spdter immer weniger
schnell. Bei viel Betrieb verlangt
man mehr Akzeptanz bezuglich
der Wartezeiten bei den Kunden.

Nach 17.3 Minuten sind nach wie
vor die 2 Kassen eodffnet.

Die Zunahme der Kassendffnungen
wird jetzt noch durch die Zunahme
der Besucher angetrieben.

In der eher abstrakten Darstellung sieht das Ganze dabb so aus:

Wie aendert sich die Besucherzahl
bei Aenderung der Zeit?

ath

dg/d’r

Wle aendert sich die Anzahl offener Kcssen
bei Aenderung der Zeit?

df/dt

Wie aendert sich die Anza
bei Aenderung der Besuchel

(inklusive der versteckten Besucherzahl-Kassen-Relation)

)

df/dg

So! Damit kédnnen wir nun die Ableitung der e-Funktion berechnen:

n—oo dI n
— lim n (1 + 5)
n—00 n
= lim —(1 - E) =
)

)
:hmi(HfZ
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4 Funkfionen I
Logarithmus und Exponentialfunktion

Die e-Funkfion ist sozusagen ihre eigene Ableitung. Wie sieht’s aus mit der Ableitung des
naturlichen Logarithmus? Das kann man auf groBen Wegen durch die Mathematik realisieren
oder aber folgende nutzliche Regel verwenden:

Satz 72: Ableitung der Umkehrfunktion:
Es sel f eine stetige, bijektive Abbildung mit y = f(z). Dann gilt mit z = f~1(y)
1 1

=50 = 7))

Beweis Satz 72:

Die Ableitung der Umkehrfunktion lafst sich leicht einsehen, denn mit

y = f(x) y=f(z)
[Ty =z [Ty =z
qilt
ffl’ (y) _ llm 71(@2 : fﬁl(y>
=y gy
ORI
1 1

OJ

Damit kdnnen wir nun die Ableitung des naturlichen Logarithmus f mit f(z) = In x berech-
nen:

O

Nun sind wir auch in der Lage, die allgemeine Exponentialfunktion sowie auch die allgemeine
Logarithmusfunktion zu differenzieren. Es seien

f(z) =a”
N (z) =log, z (=)
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4.3 Differentiation |l

Wir starten mit dem Logarithmus und bedienen uns der Mbglichkeit eines Basiswechsels, denn
dann kénnen wir den Ausdruck in Termen des naturlichen Logarithmus schreiben, von dem
wir ja schon wissen, wie er zu differenzieren ist:

/ /
(log, )" = (hl—x) _ Iz _

Ina) Ina zlna

So einfach ist das. Nun nutzen wir wiederum diese Kenntnis aus, um f(z) abzuleiten und zwar
mit Hilfe der Regel fur die Ableitung der Umkehrfunktion:

1
(a*) = ——— =ylna=a"lna
(log, )

Und das war dann auch schon der ganze Zauber. Wir halten das zusammen fest:

Formel 73: Ableitung von Exponential- und Logarithmusfunktionen:

1
(a*) =a”Ina und (log,z) =

z lna
Insbesondere gilt dann fira = e mitlne = 1:

(") =¢e* und (Inz) =—
7

Die Eigenschaft, dass die Ableitung einer Exponentialfunktion proportional zu sich selbst ist
macht sie zu einer Lésung der ODE (ordinary differential equation = gewdhnliche Differenti-
algleichung)

fl@)=af(z). (14)
Jede Funktion

flz)=e*"C

mit einer beliebigen Konstanten C' ist eine Losung von (14). C'ist dabei so eine Art Integrati-
onskonstante, die wir durch Hinzuflgen einer Bedingung der Art f(xq) — fo, wobei zo und f
gegeben sind. Da es sich bei derlei Prozessen meist um zeitabhdngige Bewegungen handelt
und man den Zustand in der Regel zu Beginn der Zeitrechnung kennt, spricht man von einem
Anfangswertproblem. Zusammen formuliert sich das so:

f'(z) =af(z) in I = [0, Zmax]

Beispiel 53
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Zu

ist

die Loésung.

Beispiel 54

Tatort ‘

f(z)=2f(x) in I = [0, 1000]
£(0) = 10
f(z) =10e*"

Ein Pathologe mdchte den Todeszeitpunkt eines Mordopfers
feststellen. Er misst die Temperatur des Opfers um 12.36 Uhr,
sie betragt 27°C. Nach dem Newtonschen AbkUhlungsgesetz
ist die AbkUhlung eines Korpers proportional zur Differenz von

Korpertemperatur und AuBentemperatur. Leider kennt der Pathologe die Proportiona-
litétskonstante nicht. Deshalb misst er die Temperatur um 13.06 Uhr noch einmal und kommt
auf 25°C. Die AuBentemperatur betragt 20°C, die Kérpertemperatur zum Todes- zeitpunkt
wird mit 37°C angesetzt. Wann fand der Mord statt?

Wass wissen wir?

1. Newtonschen AbkUhlungsgesetz:
a = AuBentemperatur, @ = ProportionalitGtskonstante.

f'@t) = a(f(t) —a)

2. tp sei der Todezeitpunkt.

108
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U

f(to) = fo.
Temperatur °C) || -+ | 37 | --- | 27 25
Uhrzeit 000 | ? | --- | 1236 | 13:06
Zeit (min) 0 to | -+ | 756 786
() =a(f(t) —a
(f(t) —a) =a(f(t) —a
W—/
=:f(t)
() = af(t)
f(t) = Cet



4.3 Differentiation |l

Die Konstante C' wird Uber den Anfangswert f(ty) = fo(= 37) bestimmt.

fo=f(to) = Ce"™ +a
C = (fo—a)e "

1) = (fo = @) +a

3

Setzen wir unsere Daten ein so erhalten wir

f(t) =20 + 17e~(710)

Wir haben zwei Unbekannte a (AbkUhlungsrate) und ¢y (Todeszeitpunkt) und zwei Bedingun-
gen, namlich f(756) = 27 und f(786) = 25. Damit erhalten wir zwei Gleichungen

27 = 20 + 17 e*(756-t0)
B In7—1n17

RN =
C T TR — 1y

und

25 = 20 + 17 e*(73610)
_ In5—In17
- 786 — to

In5—1In17 In7—Inl7
786 —ty 756 — to
N t0:786ln7—301n17—7561n5
(In7 —1nb)

~ 676.89

Der Mord passierte demnach gegen 11:16.

In5—-1nl7
786 — to
~ —0.0112

= a =

Insgesamt kann die Temperaturkurve ab ty ndherungsweise durch folgende Funktion be-
schrieben werden:
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f(t) ~ 17e—0.0112t+7.59 _|_ 20

Wie entwickelt sich die Temperatur im weiteren Verlauf?

lim f(t) = lim 17 O-OM2IH759 4 90 = 20
—00

t—o00

Die Temperatur bleibt oberhlab von 20°C, was gerade der Umgebungstemperatur ent-
spricht.

4.4 Integration Il
partielle Integration

In diesem Kapitel geht es nun um die Fragestellung nach Stammfunktionen zu Logarithmus—
und Exponentialfunktionen, also um:

Wir starten mit e*, weil das am einfachsten ist: Wir wissen, dass die Ableitung der natlrlichen
Exponentialfunktion wieder sie selbst ist. Demzufolge ist sie selbst auch eine ihrer Stammfunk-
tionen. Es ist also leicht einzusehen, dass

/e“”dx:e””nLC'

gilt.

Beispiel 55

1
/e‘”’;dm:—e‘”—FC’,

(67

d (1 1
R (_eaz + C> = Ze®® = eax’

denn

dz \ « Qo

was genau dem Integranten entspricht.

Beispiel 56

Die Funktion ea”2 besitzt keine Stammfunktion.

Die Beispiele 55 und 56 zeigen, dass es keine generelle Regel zur Berechnung einer Stamm-
funktion zu VerknUpfungen der naturlichen Exponential- mit allgemeinen Funktionen gibt.
Jede Situation muss fur sich neu ausgeknobelt werden.

Betrachten wir die allgemeine Exponentialfunkfion a®: Wir wissen, dass die Ableitung durch
a” In a gegeben ist. Suchen wir also eine Sfammfunktion, so mussen wir den Faktor Ina

korrigieren. Es ist demnach
a.Z’
/ a® dx = +C,
Ina
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denn

d ([ a” e ~_alna
dr \Ina "~ Ina -

Beispiel 57

/logx dr =7

Die Berechnung des unbestimmten Integrals von einer Logarithmusfunktion geht nicht so
“straight forward”. Wir werden zund&chst einen kleinen Trick (Nr. 11) kennenlernen, der uns in
vielen Situationen auf bestechend banale Art und Weise duBerst hilfreich sein wird:

Wir wissen von der Produktregel (80, S. 73), dass
gilt. Damit gilt dann auch
und demzufolge

Das bestimmte Integral berechnet sich analog., nur dass wir noch die Randbereiche
berlcksichtigen mussen:
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Formel 74: Partielle Integration:
unbestimmte Integration:

/u(m)v'(x) dx

bestimmte Infegration:

I
2
g
=
g

|
2\
g
=
g
U
8

Was bringt uns das? Sehr viel, denn wir kbnnen uns mit diesem kleinen Trick unliebsame
Ausdricke vom Hals schaffen. Zum Beispiel

Beispiel 58
/xex dr =: /u(x)v’(x) dx u(z) =x, v'(z) ="
- u(z)v(zr) — /u’(x)v(x) dr v(z) =¢€"
=zxe’ — /ex dz
=ze" —e" =e"(x—1)
Ganz ahnlich machen wir das mit dem nattrlichen Logarithmus:
/lnxdw:/lnx~1dx
=: /u(x)v/(x) dx w(z) :=Inz, v'(z):=1
pl 1
= u(x)v(zr) — /u'(a:)v(x) dx u'(x) = = v(r)=ux
1
=z lnx — / —zdx
x
=z lnr—zr=z(Inz—1) voild
Beispiel 59

/ln(a z)dr =z(In(az) — 1)+ C
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Beispiel 60

ol 1 1 1
/:v21nw - §x3lnx—/§x2 dx = §:U3(31n:v—1)

Beispiel 61

/anxd:U:x (Inz —1)>+1)

Damit sind wir quasi schon fur allgemeine Logarithmusfunktionen durch, denn log, z = {E—"g

kombiniert mit der Kenntnis Uber Stammfunktionen des naturlichen Logarithmus fuhrt direkt
auf

1 Inx —1
/logaxdle— lnxdxzm—l—C’.

na Ina

Bevor wir das Kapitel abschlieBen wollen wir uns noch Trick Nummero 2 der Integration
einverleiben: Wir wissen, weil wir die Ableitung des Logarithmus und die Kettenregel kennen

M, dass
d g'(v)

&0 = o

gilt. Wir sollten also beim Anblick des Integrals unbedingt darauf achten, ob der Integrant
von obiger Form (rechts vom Gleichheitszeichen) ist.

Beispiel 62

/ 2 de = / g() de=Ing(z)+C =In(2z+1)

20 +1 ) g2

Beispiel 63

1
/ 1 dx:/ T der=Inlnhz
zlnzx Inz

Insgesamt haben wir jetzt folgende Aussagen gesammelt:

Formel 75:

/axdxz a +C
Ina

/logagjdx:w_i_c

Ina

9@ o o(e
/g(m) A — T ) - ©
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Funktionen I11:

rationale Funktionen
Wir behandeln:

e Brlche von Polynomen: rationale Funktionen
e \erhalten im Unendlichen: Asymptoten
e Integration von rationalen Funktionen: Partialbruchzerlegung

[ MILHWADCHEN RECHNUNG |

—————

SR

Wir untersuchen nun eine weitere Klasse von Funktionen, némlich solche, die aus der Quo-
tientenbildung von Polynomen entstehen, die sogenannten rationalen Funktionen. Wie bei
allen anderen Funktionen wollen wir diese skizzieren. Die Bestimmung der meisten Charak-
teristika ist uns bereits bekannt. Wir werden zur Vervollstndigung der Kurvendiskussion den
Begriff Asymptote kennenlernen und in Sachen Polynomdivision unseren Horizont erweitern.

Die Ableitung von rationalen Funktfionen ist uns wegen der Quotientenregel bereits bekannt.
Dieses Unterkapitel entfdllt demzufolge.

Bei der Integration wird es ein wenig interessanter. Wir werden sehen, wie wir mittels Parti-
albruchzerlegung jede beliebig komplizierte rationale Funktion in mehrere kleine, einfache



5.1 Eigenschaften von Funktionen lll: Asymptoten

Briche derart zerlegen kdnnen, so dass sich problemlos eine Stammfunktion berechnen |&sst.

5.1 Eigenschaften von Funktionen lll: Asymptoten

Definition 76: (gebrochen) rationale Funktionen:
Der Quotient zweier Polynome p(x) und g(x) # 0

p(z)
flz) =
heiBt (gebrochen) rationale Funktion. Ist der Grad des Nennerpolynoms gréBer als der

des Z&hlerpolynoms, so heiBt f echt gebrochen ansonsten unecht gebrochen. (Siehe
Abb. 26)

Polynome werden auch ganze rationale Funktionen oder auch ganzrationale Funktionen
genannt und rationale Funktionen nennt man auch gebrochen rationale Funktionen.

Beispiel 64

20 ——————— — T

echt gebrochen rational

5
g<w)_:1:—1 2l i

unecht gebrochen rational

r+1
flo) =257
unecht gebrochen rationall
x4 1)?
u(z) = u
x4+ 3

Abbildung 26: Echt und unecht gebrochen rationale Funktion

Der markante Unterschied zwischen den in Abbildung 26 dargestelliten Funktionen besteht
in ihrem unterschiedlichen Verhalten im (£)® Unendlichen; sowohl im negativen als auch im
positiven Sinn. Eine echt gebrochen rationale Funktion strebt im Unendlichen nach Null. Eine
unecht gebrochen rationale Funktion, deren Z&hlerpolynomgrad gréBer ist als der Nennerpo-
lynomgrad strebt um Unendlichen nach plus oder minus Unendlich. Eine unecht gebrochen
rationale Funktion deren Z&hler- und Nennerpolynom von gleichem Grad ist strebt im Un-
endlichen gegen einen konstanten Wert ungleich Null. Uberlegen Sie sich mal warum das so
ist.

8Wenn vom Unendlichen gesprochen wird so ist immer z — oo und z — —oo gemeint. Der
Einfachheit halber gelte das ab jetzt und wird nicht mehr gesondert erwahnt.

115



5 Funktionen llI:
rationale Funkfionen

Bei Polynomen haben wir Extrerna und Wendepunkte zu Hilfe genommen, um den Grafen
der Funktion zu skizzieren. Rationale Funktionen kbnnen recht kompliziert aussehen und keine
Extrema besitzen, was eine Skizzierung deutlich erschwert. Hier nehmen wir sogenannten
Asymptoten zu Hilfe:

Eine Asymptote A(z) einer Funktion f(z) ist eine Gerade, an die sich die Funkti-
on im Unendlichen “anschmiegt”. Eine Sorte Asymptote kennen wir bereits schon: die
horizontale Asymptote. Das ist die Gerade Af(z) = «, wenn etwa lim,_,, f(z) = « gilt.
Im Allgemeinen wird di